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Pratarmė 


7 astaruju dviejų metų valstybinių egzaminų Viūdnoki 
rezultatai liudija, kad ne visiems abiturientams pavyksta įrodyti, ko 
Jte išmoko mokykloje. O juk daugelis dirbo su korepetitoriats, kurie 
rengė egzaminui. Atsakymo | klausimą, kodel taip dažnai egzamino 
metu suktumpa abiturientai, neturi ir mokytojai. Tačiau e sutaria 
del vieno — į vienuoliktą klase susirenka moksleiviai, kurie tikrai 
netobulai moka pagrindinės mokyklos kursą. Tad natūralu, kad 
mokiniams prieš valstybinius egzaminus nelengva pakartoti ar Iš 
naujo mokytis prieš keletą metų ўе medžiagą. 

Stai kodėl Jums reikalinga ši knyga — matematikos пату 
korepetitorius. Jame glaustai ir aiškiai pateikta teorinė medžiaga, 
apimanti vidurinės mokyklos matematikos kursą. Greta rasite ir 
uždavinių su sprendimais. 

Matematikos korepetitorius abiturtentui padės savarankiškai 
pasikartoti tr mokytis spresti uždavinius namuose. 

Mokomoji medžiaga leidinyje išdėstyta suprantamai, 
glaustai ir prieinamai kiekvienam moksleiviui. 

Leidėjai įsitikinę, kad korepetitorius — Jūsų sėkrmės garantas 
valstybinių matematikos egzaminų metu. 
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1. Natūralieji skaičiai 


Prieš įvardydami skaičių, jį suskirstome į klases iš dešinės 
pusės į kairę po tris skaitmenis. Trys pirmieji dešinės pusės 
skaitmenys sudaro vienetų klasę, trys kiti - tūkstančių, toliau - 
milijonų, milijardų klases ir t.t. 

1 milijonas = 1000000 
1 milijardas = 1000000000 


Pvz.: a) skaičius 21078000108 skaitomas taip: 
21 milijardas 78 milijonai 108; 
b) 100006 skaitomas taip: 
šimtas tūkstančių šeši; 
c) skaičius 10000006000 skaitomas taip: 
10 milijardų 6 tūkstančiai. 


n ženklų natūralusis skaičius užrašomas taip: 
= -1 
aa, .. aa =al0 +a 10" +... + а,10 +а, 


1 


Uždavinys. Paeiliui surašomi natūralieji skaičiai 
123456789101112131415 ... 
Koks skaitmuo yra 1999-oje vietoje? 


Sprendimas. Yra devyni vienaženkliai їг 90 dviženklių 
skaičių, kuriems užrašyti reikia 9 + 90- 2 = 189 skaitmenų. 

Ieškomasis 1999-asis skaitmuo уга 1810-ojoje vietoje, jeigu 
skaitysime nuo pirmojo triženklio skaičiaus (100) pirmojo 
skaitmens. 

Vadinasi, ieškomasis skaitmuo yra 604-ojo triženklio skai- 


čiaus pirmasis skaitmuo, t.y. 604 + 99 = 703. Pirmasis skaitmuo 
yra 7. 


Ats.: T. 


2. Dalumo pozymiai 


Skaitmenys 0, 2, 4, 6, 8 vadinami lyginiais, o skaitmenys 1, 
3, 5, 7, 9 - nelyginiais. 

1. Jei skaičius baigiasi nuliu, tai jis dalijasi iš 10. 

2. Jei paskutinysis skaitmuo yra 0 arba 5, tai skaičius dalijasi 


3. Jei paskutinysis skaitmuo yra lyginis, tai skaičius dalijasi 


4. Jei skaitmenų suma dalijasi iš 3, tai skaičius dalijasi iš 3. 

5. Jei skaitmenų suma dalijasi iš 9, tai skaičius dalijasi iš 9. 

6. Jei iš dviejų paskutiniųjų skaitmenų sudarytas skaičius 
dalijasi iš 4, tai ir visas skaičius dalijasi iš 4. 

7. Jei iš trijų paskutiniųjų skaitmenų sudarytas skaičius 
dalijasi iš 8, tai ir visas skaičius dalijasi iš 8. 

8. Jei skaičius dalijasi iš 2 ir 3, tai jis dalijasi iš 6. 

9. Skaičius a,a,, ... аа, dalijasi iš 11 tada ir tik tada, kai jo 
algebrinė suma a, - a, + a, - a, +... + (-1)'a,,, dalijasi iš 11. 

10. Skaičius aa аа, dalijasi iš 7 tada ir tik tada, kai 

(a, + За, + 2a,) - (a, + За, + 2a,) +... dalijasi iš 7. 


Pvz.: 

a) 546 dalijasi iš 3, nes 5 + 4 * 6 = 15, o 15 dalijasi iš 3; 
b) 86736 dalijasi iš 4, nes 36 dalijasi iš 4; 

c) 2862 dalijasi iš 6, nes 2862 dalijasi ir iš 2, ir iš 3. 


3. Pirminiai ir sudėtiniai skaičiai 


Natūralusis skaičius vadinamas pirminiu, jei jis turi tik du 
daliklius: vienetą ir patį save. 
Pvz. Skaičius 19 turi du daliklius 1 ir 19. 


Natūralusis skaičius vadinamas sudėtiniu, jeigu jis turi 


daugiau negu du daliklius. 
Pvz. 6 turi 4 daliklius 1, 2, 3 ir6. 
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4. Didžiausias bendrasis daliklis 


Norint surasti kelių natūraliųjų skaičių bendrąjį didžiausią 
daliklį (DBD), reikia: 
1. Išskaidyti juos pirminiais dauginamaisiais. 
2. Surašyti tuos dauginamuosius, kurie įeina į kiekvieno 
skaičiaus skaidinį. 
3. Rasti visų dauginamųjų sandaugą. 


Pvz. Raskite DBD (6600; 6300). 
1 


6600 =2.2.2.3.5.5-11 
6300 -2-2-3-3-5-5-7 
DBD (6600; 6300) = 2.2.3: 5. 5 = 300 


5. Mažiausias bendrasis kartotinis 


Norint surasti kelių natūraliųjų skaičių mažiausią bendrąjį 
kartotinį (MBK) reikia: 
1. Išskaidyti juos pirminiais dauginamaisiais. 
2. Surašyti vieno skaičiaus skaidinio dauginamuosius. 
3. Prirašyti kitų skaičių skaidinių dauginamuosius, kurių 
nėra pirmajame skaidinyje. 
4. Rasti visų dauginamųjų sandaugą. 


Pvz.: Raskite MBK (360; 825). 
1. 360 = 2 2 2.3.3.5 
825 -3-5-5:11 
2. Sura$ome dauginamuosius: 
2-2-2-3-3-5 
3. Prira$ome 5 ir 11 
4. МВК (360; 825) -2-2-2-3-3-5-5-11- 19800. 


Uzdavinys. 

Dviejų skaičių suma sudėta su ju didžiausiu bendruoju 
dalikliu ir mažiausiu bendruoju kartotiniu. Įrodykite, kad skaičius 
a * b * (a; b) + [a; b] negali būti lygus 999999. 
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Įrodymas. 

Jei suma a + b nelyginė, tai vienas iš skaičių a ar b yra 
lyginis, kitas nelyginis. Tada (a; b) nelyginis, o [a; b] lyginis. Vadinasi, 
suma a + b + (a; b) + [a; b] lyginė ir negali būti lygi 999999. 

Jei suma a + b lyginė, tai natūralieji skaičiai a ir b yra arba 
lyginiai, arba nelyginiai. 

Pirmuoju atveju ir (a; b), ir [a; b] yra lyginiai, o antruoju atveju 
- nelyginiai. 

Vadinasi, abiem atvejais suma a + b + (a; b) + [a; b] yra 
lyginé ir negali büti lygi 999999. 


Pastaba. DBD (a; b) sutrumpintai galima Zyméti (a; b), MBK 
(a; b) sutrumpintai galima žymėti [a; b]. 


Uzdavinys. 

Raskite natūraliųjų skaičių poras, kurių DBD - 5, o MBK - 
105. 

Ats.: 5 іг 105; 15 ir 35; 35 ir 15; 5 ir 105. 

6. Paprastosios trupmenos 
Paprastoji trupmena - tai reiškinys -2 , kur a ir b - sveikieji 
TN b 

skaičiai, b 7 0. 


Pagrindinė savybė 
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7 
=43+( +10 =43+ r = 43+ 13 = 445 
5 2 _ 29 12 29:12 29:2 „58 „ 3 
"kra ж зш CUu à ciis 
1 _- 1 3 2 _ 
a kia 


Du skaičiai, kurių sandauga lygi 1, vadinami tarpusavyje 


atvirkštiniais. 


Sudedant ar atimant trupmenas su skirtingais vardikliais 
reikia iš pradžių jas subendravardiklinti (imamas bendras vardiklis, 
lygus trupmenų vardiklių mažiausiam bendrajam kartotiniui). 


30:4 120 120 120 120 


7 11 7.5 1154 . 39 |44 _ 99 t44 _ 79 
5 
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7. Proporcijos 
Lygybé = = £ vadinama proporcija. a ir d - kraštutiniai 
proporcijos nariai, b ir c - viduriniai nariai. Be to, a, b, c ir d nelygūs 
nuliui. 


Proporcijos savybės 


" d.c :. 
Jeigu Б = g „tai: 
1. ad = bc 

d -e 
2. = 

a _b 
diccns 

a-b .c-d 
4. Emi" 

atb c+d 
5. a-b с-а 

acra 05 a +.+а a 

6. Jei p^ = 57 = p^ tai b *b.* wp de 


Pvz. 
Tarp miestu atstumas vietovéje yra 200 km, o Zemélapyje - 


5 cm. Kokio ilgio atkarpa žemėlapyje galima pažymėti 700 km 
atstumą? 


Sprendimas. 
Ieškomos atkarpos ilgį Zymime x, tada: 


Ats.: 17,5 cm. 
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8. Tiesioginis ir atvirkštinis dviejų 
dydžių proporcingumas 


Du dydžiai yra tiesiogiai proporcingi, jei vienam dydžiui 
didėjant (mažėjant) keletą kartų ir kitas dydis didėja (mažėja) tiek 
pat kartų. 


Pvz. 


6 cm? tūrio plieninio rutuliuko masė - 46,8 g. Raskite 2,5 cm? 
tūrio plieninio rutuliuko masę. 


Sprendimas. 
V, = 6 cm’, m, = 46,8 g 
V, = 2,5 ст?, m, = x(g) 


V, - т, 

Vom 

6 _ 468 _ 46,8:2,5 2 

25 - X ex ex 19,5 g 
Ats.: 19,5 g. 


Du dydžiai atvirkščiai proporcingi, jei vienam dydžiui 
didėjant (mažėjant) keletą kartų kitas dydis mažėja (didėja) tiek 
pat kartų. 


Pvz. 


Keturi kombainai gali nuimti derlių per 10 dienų. Per kiek 
dienų nuimtų derlių penki tokie kombainai? 


Sprendimas. 
n,- 4 kombainai, t, = 10 d. 
n, = 5 kombainai, t, = x d. 


Uzdavinys. 
Trijų trupmenų skaitikliai proporcingi skaičiams 1; 2 ir 5, o 


vardikliai atitinkamai proporcingi skaičiams 1; 3 ir 7. Šių trupmenu 
aritmetinis vidurkis lygus m . Raskite trupmenas. 


‚4.8.20 
Ats.: 7 pg 


9. Dešimtainės trupmenos 


Baigtine dešimtaine trupmena vadinama trupmena, kurios 
vardiklis yra 10, 100, 1000 ir t.t. 


Užrašoma taip: 


E NL A 
= 0,08; 4000 = 0,017 \ 


3 73. 8 
710 = 7,3, 100 


Veiksmų su dešimtainėmis trupmenomis pavyzdžiai: 


1), 0,027 2) 5,00 
25,241 0,06 
25,268 4,94 

0,027 + 25,241 = 25,268 5 - 0,06 = 4,94 


Dauginant dvi dešimtaines trupmenas reikia sudauginti 
skaičius nekreipiant dėmesio į kablelius, po to i$ dešinės pusės 
atskirti kableliu tiek gauto rezultato skaitmenų, kiek jų iš viso yra 


po kablelio abiejuose dauginamuosiuose. 


7,12. 86 = 612,32 
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" Dalijant dešimtainę trupmeną iš dešimtainės reikia dalinio ir 
daliklio kablelį perkelti į dešinę pusę per tiek skaitmenų, kiek jų yra 
po kablelio daliklyje. 


4) 0,32:08- 32:8 
3218. 
_0 04 
32 
32: 
0 


5) 9,541:4,7 2 95,41 : 47 
.. 95,41 (47 
94 2,03 
141 
141 
0 


Paprastaja trupmena verčiant dešimtaine reikia skaitiklį 


padalinti pagal dešimtainės trupmenos dalybos iš sveikojo skaičiaus 
taisyklę. 


Pvz. 
3 -5:8-0,625 
5,018 
48 0,625 
220 
16 
740 
40 
0 


| Kartais gaunama begalinė dešimtainė trupmena, kurios 
skaitmenys, pradedant nuo kurio nors skyriaus, kartojasi. 
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Pvz. 2,0|3 
0 0,666... 
20 
18 
20 
(28 
20 


Vadinasi, A = 0,(6) - ši trupmena vadinama begaline 
dešimtaine periodine trupmena. 


Periodinę trupmeną verčiant paprastąja, reikia iš skaičiaus 
iki antrojo periodo atimti skaičių iki pirmojo periodo ir gautą skirtumą 
užrašyti skaitiklyje, o vardiklyje parašyti tiek kartų skaitmenį 9, kiek 
yra skaitmenų periode, ir prirašyti tiek nulių, kiek yra skaitmenų 
tarp kablelio ir pirmojo periodo. 


— 3142 _ 1571 
990 7990 ` 495 


3,173) = 3173-31 = 


Uzdaviniai. 


1. Išreikškite paprastąja trupmena: 
a) 0,(13) b) 3,(1) c) 2,0(15) 
TUN CAR 1. _1_ 
Ats.: 8) ; b) 35 ; c) 2 66 


2. Atlikite veiksmus: 


a) 0,(5) - 0,(2); b) 4,(2) - 2,(4) 


Ats.: a) + ; b) 1-7. 


131х 1 


3. Išspręskite lygtį: 345)*i-2005) 0,15 * 


.10 
Ats.: 99 
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10. Procentai ir promiles 


Simtoji vieneto dalis vadinama procentu. 


1% = — = 0,01 
10% = 29. =0,1 
25% = 2 = 0,25 
50% = 20. = 0,5 
100% = 100. = 


Tükstantoji vieneto dalis vadinama promile. 


% = = 
1%о 8 = 0,001 
1096o = 95 = 0,01. 
25%о = 4883 = 0,025 


Pvz.: 


1) Mokykloje mokosi 800 moksleiviu. 46% ju уга mergaités. 
Kiek mokykloje mokosi mergaičių? 


Sprendimas. 
4696 = 0,46 
800- 0,46 = 368 mergaitės. 


Ats.: 368 mergaitės. 


Taisyklė. Norint rasti p% skaičiaus a, reikia pYo išreikšti 
dešimtaine trupmena, po to skaičių a padauginti iš gautosios 
trupmenos. 
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2) | respublikine jaunuju matematiku olimpiada atvyko 140 
moksleivių, o tai sudarė 3,5% norinčiųjų joje dalyvauti. Kiek 


moksleivių norėjo dalyvauti respublikinėje jaunųjų matematikų 
olimpiadoje? 


Sprendimas. 

Iš pradžių surandame 1% visų norinčiųjų: 
140 : 3,5 = 40 moksleivių. 

Randame visų norinčių dalyvauti moksleivių skaičių: 
40-100 = 4000 moksleivių. 


Ats.: 4000 moksleivių. 


Taisyklė. Norint surasti visą skaičių, kai žinoma jo dalis b, ir 
ją atitinkantys p%, reikia p procentų išreikšti dešimtaine trupmena, 
po to skaičių b padalinti iš gautosios trupmenos. 


3) 30 Mokinių, kurie sudarė 1596 visų dalyvių, buvo 
apdovanoti. Kiek mokinių dalyvavo olimpiadoje? 


Sprendimas. 
30 : 0,15 = 200 (mokinių). 


Ats.: 200 mokinių. 


Taisyklė. Norint rasti skaičių a ir b procentinį santykį, reikia 


skaičių santykį padauginti i$ 10096. 


4) Batai atpigo nuo 200 Lt iki 150 Lt. Keliais procentais atpigo 
batai? 


Sprendimas. 
Batai atpigo 200 - 150 = 50 (Lt). 
Tada 307 - 10096 = 25%. 


Ats.: 25%. 
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Sudétiniu procentu formulé 
= D yt 
5=5,(1 + бу) 
Cia S, - pradinis dydis, S - dydis po t laiko vienetų (kartų), 
p - pradinio dydžio didėjimo procentas. 
Jei pradinis dydis S, kiekvieną laiko vienetą (kartą) mažėja 
tuo pačiu procentu, tai formulė atrodo taip: 
S = S - 100 100 ) 
Pvz. 


Miesto gyventojų skaičius per dvejus metus padidėjo nuo 
20 000 iki 22 050. Apskaičiuokite, kiek procentų vidutiniškai per 
metus padidėjo miesto gyventojų skaičius. 
Sprendimas. 
Įrašome į formulę S, = 20 000, S = 22 050, t = 2: 
22 050 = 20 000(1 + 455 Y. 


(1 + 455)" = 1,1025, 


Pavyzdžiai. 


1. Iš pradžių produkcijos vieneto kaina buvo 75 Lt. Per 
pirmuosius metus kaina išaugo tam tikru procentu, o per antruosius 
metus ji sumažėjo tuo pačiu procentu, dėl to jos vertė tapo 72 Lt. 
Raskite tą procentą. 
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Sprendimas. 


Sakykime, kad produkcijos kiekio kaina išaugo х%. Po 


padidėjimo jo kaina tapo (75 + Due ). 
Po sumažėjimo ji tapo (75 + A A D has 


75x X . 72 


Tada (75 + 2 ) - (75 + 10) 1005 


100 


75x | 75x | 75X _ : 
75 + -100 100 10000 = 72 | 0000 


75x? = 30 000 


x? - 400 

x = 20 

Ats.: 2096. 

2. Lenktynininkas apskaiciavo, kad, padidines greitį 10%, 
jis turi apvažiuoti ratą per 15 minučių. Keliais procentais jis turi 
padidinti greitį, kad apvažiuotų ratą per 12 minučių? 


Sprendimas. 


Sakykime, kad greitis yra v, o jį padidinti reikia pYo. Tada: 


12(v + `P. 100 ) = 15(v + 0,1v), 
12(v + XP.) = 15 - 4,1v |: Зу 
4+ 2 = 5,5, 

B re 

25 = 1,5 
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р = 25 1,5, 
р = 37,5. 


Ats.: 37,596. 


4. Kiek pinigu reikia padéti | banka и2 596 metiniu sudétiniu 
palükanu, kad po 4 metu susidarytu 6000 Lt suma? 


Sprendimas. 
6000 =x(1+ j>) 
— 6000 
= 1565" = 4936,24 Lt 


Ats.: 4936,24 Lt. 


Uždaviniai. 


1. Dviejų skaičių suma yra 1240. Vieno skaičiaus 4,596 yra 
lygus kito skaičiaus 5,596. Raskite tuos skaičius. 


Ats.: 682 ir 558. 


2. Kovo mėnesį prekės atpigo 2096, o balandžio mėnesį dar 
10%. Keliais procentais atpigo prekės per du mėnesius? 


Ats.: 2895. 
3. Du kartus sumažinus prekės kainą tuo pačiu procentu, ji 
atpigo keturis kartus. Keliais procentais buvo mažinama prekės kaina 


kiekvieną kartą? 


Ats.: 5095. 


2384. 


11. Skaičių aibės 


N - natūralieji skaičiai: N = (1, 2, 3 ...) 

Z - sveikieji skaičiai: Z = {... - 4; - 3; - 2; - 1; 0; 1; 2; 3; 4... } 
Q - racionalieji skaičiai: Q = ( ; m e 2, ne № 

R - realieji skaičiai: | . E | 


К = {а, + 05 т + Tt i &% © 2) 


a,,a,,a., ... E {0;1,2;...; 9} 


4 22 93 


С - kompleksiniai skaičiai 
C=(a+bi:a, be R i=1-1) 


12. Modulis 
_ [a, jei a 2 0 
81- маха 


Pagrindinés modulio savybés 


la». 0 als a а-ы = -ај 


Іа| - | Ы.<|а+Ы[< |а| + ||. 


Veiksmai su teigiamaisias їг neigiamaisiais skaičiais 


Norint sudėti du skaičius su skirtingais ženklais, reikia: 

1) nustatyti tų skaičių modulių didesnįjį moduli; 

2) iš didesniojo modulio atimti mažesnįjį; 

3) prieš gautą skaičių parašyti ženklą to dėmens, kurio 
modulis didesnis. 
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Pvz.: 

1) - 6 + (- 4) = - 10; 

2) 3 + (- 10) = - 7; 

3) -3- (- 4) =-3+4 = 1; 

4) - 9,6 - (- 5,1) 2-96 + 5,1 = - 4,5; 


Uzdaviniai. 


1. Neatlikdami skaičiavimų padėkite ženklus >, < arba = 
tarp reiškinių: 

a) - 4336: (- 54) ir 4336- (- 54); 

b) 1738 -(- 69) ir 1738 : (- 69); 

c) - 8254 -19 ir 8254 : (- 19). 


Ats.: a) >; b) <; c) <. 

2. Per tris dienas oro temperatūra pakito 4°С. Per pirmąsias 
dvi dienas jisumažėjo 7°С, o per antrąją ir trečiąją dienas ji sumažėjo 
1°С. Kaip kito oro temperatūra kiekvieną dieną? 

Ats.: Pirmąją dieną pakilo 3*C, antrąją dieną sumažėjo 10°С, 
o trečiają dieną pakilo 11°С. 
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13. Vienanariai ir daugianariai 


koeficientas даах 
Т 
redd i a-a-a-a \ 
démuo laipsnio pagrindas 
3 kartus 


1а = а 
Vienanariu pvz.: 2а; 4ašb; iab. 
Daugianariu pvz.: 2a * bc; 3a(b * c); 5а +в) | 


a.a? = (a- a- a) (а a) = а? = a". 


агагагага 


= а.а. а = a5-2 = д3 
4:4 а.а. а = а aš. 


af : a? = 


Veiksmai su daugianariais 


Daugianariu sudėtis: (а? + ab - b) + (4а? - Зар + b) = 5a? - 2ab. 


Daugianarių atimtis: (За - b) - (4a + b) = 3a - b - 4a - b = - a - 2b. 


Daugianariu daugyba: (a - 3b)(a + b) = a? - 3ab + ab - 3b? = 


= а? - 2ab - 3b?. 
Sutrumpintos daugybos formulés 


Sumos kvadratas 
(а + р)? = а? + 2ab + b? 


Skirtumo kvadratas 


(a - b} = а? - 2ab + b? | 


Sumos kubas 
(a + by = a? + 3a?b + 3ab? + b? 
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Skirtumo kubas 
(a - b = аз - За + Зар - b? 


Kubu suma 
а? + b? = (a + Да - ab + b?) 


Kubų skirtumas 
- b? = (a - b)(a? + ab + b?) 


(а + b + с)? = а? + b2 + с? + 2ab + 2ас + 2bc 


Daugianario skaidymas dauginamaisiais 


Bendrojo daugiklio iškėlimas prieš skliaustus: 
1) am + bm = m(a + b); 
2) 4ab + 14а? - 2а = 2a(2b + 7a - 1). 


Grupavimo metodas: 
1) a? + бар + 9b? = (а + 3b)4; 


2) а + 4 = a^ + 4a? + 4 - 4a? = (a? + 2) - (2а)? = 
= (a? - 2a + 2)(a2 + 2a + 2). 


EQ d formulės: 
-1=(a-1)Xa!+a- +. а+а +1). : 


а-Ь = (Na - vb Na + Nb) = (a * b! af + а? b° + b° ). 
Pvz.: 


1) x' - xy = x(x? - y); 

2) xt + 3xy + 3x2y2 + xy? = x(x? + 3x2y + 3xy2 + у?) = 
= X(X + yy. 

3) да? - x? + 10xy -25y2 = 9а? - (х? - 10ху + 25у?) = 
= 9a? - (x - 5y)° = (За)? - (х - 5y} = 
= (3a - x + 5y)(3a + x - 5y); 


m 


Dalijimas "kampu": 
4) Suprastinkite reiškinį а + ЗЬ , a-3b j 8 


(a - b a? -b? ` 
Р di 336 -x - 3x -2| x * x - 1 
prendimas. 


3x? +3х2 - Зх 3x-4 
а+ь a-b ШИНЖ ER ин 


vct —b - 42 -2 

а+3ь , a-3b_ a+3b ү а-3 — Е. 

(a-b?  a-b  (a-bp  &-b - 49 - Ax +4 
4x - 6 


š a? +ab + Зар + 3b? +a? - ab - Зар + 3b? 5 
(а - Ба + b) 


Р(х) = 3х3 - х? - Зх - 2, М(х) = x? + x + 1; Q(x) = Зх - 4; 


2a2 + 6b2 R(x) = 4x - 6. 


© (a-by(a*b) ` 


Bezu teorema 
Daugianariu dalijimas 


Liekana, gauta daugianarį dalijant i$ dvinario x - a, lygi a 
3х2 - 7x -26| х+2 


daugianario reikšmei, kai x = a, t.y. R = f(a). 
3x? +6x 3x - 13 f(x) = (x - a)Q(x) + f(x) 
-13x - 26 
- 13x - 26 Pvz. 
0 


Neatlikdami dalybos veiksmo raskite liekaną 
(2x' + 3x? + x - 5) : (x +2). 
3X? - 7x - 26 = (x + 2)(3x - 13). 
Sprendimas. 
Įrašome reikšmę x = - 2 į dalinį ir gauname: 
Dalyba su liekana 2-(- 2) + 3-2» + (- 2) - 5 = 37. 


P(x) = М(х) :О(х) + R(x), kur P(x) - dalinys, М(х) - daliklis, 


Ats.: 37. 
Q(x) - dalmuo, R(x) - liekana. 
Hornerio schema 
Pvz. 
Pvz. 
3x? - X? - 3x - 2 = (x? + x - 1)(3х - 4) + (4х - 6). Padalykite daugianarį f(x) = x° + 5x? - 3 i$ (x - 5). 
Р(х) M(x) Q(x) R(x) Čia a = 5, 
b, = a,, 
b, =b; 5 + a,, 
b =br 5+a,, 
R =b 5 + a, 
R = f(5) = 247 
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Daugianarį f(x) = ax" + a, x" ' +... + ах a, dalijame 
i$ x - a. Sudarome kintamojo koeficientu lentele. 


Daugianario šaknimi vadinamas toks skaičius х,, su kuriuo 
daugianario reikšmė lygi nuliui (f(x,) = 0). 


Sveikosios daugianario su sveikaisiais koeficientais šaknys 


yra jo laisvojo nario dalikliai. 


Pvz. 
X + 5х? + 2x -8 = 0 

Sveikųjų šaknų galima ieškoti tarp skaičių: 
-1; 1; 2; - 2; 4; - 4; 8; - 8. 


Ats.: х = 1; х = - 2; х = - A šaknys. 


Јеі nesuprastinama trupmena Ë yra daugianario su sveikais 


koeficientais šaknis, tai jo laisvasis narys dalijasi iš p, o vyriausias 
koeficientas iš q. 


Pvz.: 
1) Išspręskite lygtį 4х5 + 4x* + x? - 2x? - 2х + 1 = 0. 


Sprendimas. 

Sakykime, f(x) = 4х° + 4х* + x? - 2х2 - 2x + 1. Lygties 
racionaliosios šaknies skaitiklis gali būti tik + 1, o vardiklis - skaičiai 
1, 2ir 4. 

Vadinasi, lygties racionaliosios šaknys gali būti kai kurie iš 
skaičių + 1; + 2; + L. Tikrinant paaiškėja, kad f(- 1) = f( 4 ) = 0, 


4 
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todél padalijus i$ (x * 1)(x - + ), gauname lygtį: 
4x3 + 2X? + 2x - 2 = 0, kurios šaknis yra skaičius 7 š 
Gautosios lygties abi puses padaline i$ x - 1, gauname 
kvadratinę lygtį 4x? + 4x + 4 = 0, kuri realių šaknų neturi. 
Vadinasi, duotosios lygties šaknys yra skaičiai - 1 ir 3 | 


Ats.:- lir 7 . 
2) Raskite, su kuria m reik$me lygties 
z? - (m? -m + 7)z - (3m? - 3m - 6) = 0 viena šaknis lygi - 1. 
Raskite kitas dvi lygties šaknis su šia m reikšme. 
Sprendimas. 
z = -1, 
-1+m2-m+7- Зт2 + Зт +6 = 0 
т2-т-6-0 
m, = - 2, m, = 3. 
Su šiomis reikšmëmis duotoji lygtis bus: 
23 - 132 - 12 = 0, 22 - 2 - 122 - 12 = 0, 
2(22 - 1) - 12(2 + 1) = 0 


(2 + 1)(22 - 2 - 12) = 0 
2=-1атфа2 = - 3; 4. 


Ats.: z = - 3; 4. 


Uzdaviniai. 

1. Atlikite veiksmus: (3a? -2a?b + ab?)(2a2 - ab - 5b?). 
Ats.: 6a? - 7a4b - 11a?b? + 9a?b? - бар", 

2. Išskaidykite dauginamaisiais: 1 + a* + as. 


Ats.: (1 + a^ + a2)(1 + а“ - a?) 
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х°-4ху __4у 


| 
. АШК ik : - : 3) - = x = 04, 
3. Atlikite veiksmus a 3-2 20 à 15 
Ats.: „X х= - 3,6. 
y 
14. Lygtis Uždaviniai 
- d ханы 
Lygtis - lygybé su kintamuoju. 1) 3x = 0,4. 3) —:х= 2 
Sprendinys - kintamojo, su kuriuo lygybė teisinga, reikšmė. 
p y J ygy g Ats х= 2. АВ x21. 
Dvi lygtys, kuriu sprendiniai sutampa arba kurios ju neturi, = 
vadinamos ekvivalenčiomis. 2) x = - 0,7 
"OE 
Savybés Ats.: x = - 8-8 : 


1)LJ2Ae[] *a-A-*a 
2) []- Ae П: а= А: a(a£ 0) 
3 []*O-2-AeL[)]-A4-O 


15. Lygčių sistemos su dviem kintamaisiais 


Sistema - tai kelios lygtys, kurioms reikia surasti bendrą 
Tiesinė lygtis sprendinį. 


ax=b Sistemos sprendinys - tai skaičių dvejetas, kuris tenkina 
Ё kiekviena lygti. 
1az0,x- s vienintelé Saknis 

Sistemos ekvivalentiškos, jeigu turi tuos pačius 


2) a = 0, b = 0; x - bet kuris realusis skaičius (0- x = 0) sprendinius arba neturi jų. 


3З) а = 0; Б ғ 0 sprendinių nėra Sprendimo büdai 


1. Grafinis 
Pvz. 2. Keitimo 
3. Sudéties 
Išspręskite lygtis: 
1)6-x= 1,3, 2)06:x=-5, 
x=6-1,3, x = 0,6: (- 5), 
x = 4,7. * x=-0,12. 
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Tiesinių lygčių sistema 


Ta + by = C, 
ах + byy = c, 


1. Jei 2 #21, tai vienas sprendinys. 
2 2 
2. Jei S = = = , tai sprendiniu be galo daug. 
2 2 2 
„a b C, : NR 
3. Jei > =+ # z , tai sprendinių пега. 
2 2 2 
Pvz.: 
1) Išspręskite lygčių sistemą 
ахау РЭ, 
Зх - 2у = 1. 


Sprendimas. 2002 
Sprendžiame keitimo būdu. Iš pirmosios lygties išreiškiame 
X per y: 
2 х=5-3 -3(5.8 
ххэ ал yx 205 + y). 
| antraja lygti vietoje x irašome gauta reiškini, gauname lygti 
su vienu neZinomuoju: 
9 


9 3 2 - 
3.3.(5-3 y)-2y21e2:5-2- d Y-2y7 1 у= 4. 


- 3 A: = 
Šį skaičių įrašome į išraišką х = 35 -4Y)irgauname x = 3. 
Ats.: (3; 4). 
2) Išspręskite lygčių sistema: 


2х + 5y = 4, 
- Зх - 2y =5. 
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Sprendimas. 

Sprendžiame sudėties būdu. Sistemos pirmosios lygties abi 
puses padauginame iš 3, o antrosios - iš 2. Sudedame gautąsias 
lygtis panariui ir gautą rezultatą parašome vietoje sistemos antrosios 


lygties. 
2x + бу = 4 1.3 , J 6x + 15у = 12 
-3x-2y=5|-2 - бх - 4у = 10 
0-x + 11у = 22 
2x + 5y = 4, 2x * 5-224 х=-3, 
11у = 22; у=2 "x end. 
Ats.: (- 3; 2). 
3) Išspręskite lygčių sistema: 
X*y-3, 
2x + 2y = 4. 
Sprendimas. 
Kadangi 3 -4 z , tai duotoji sistema neturi sprendiniu. 
4) Grafiškai išspreskite lygčių sistema 
3x + 2y = 5, 
2х-у=8. 
Sprendimas. 
Brėžiame lygties 3x + 2y = 5 grafiką per du taškus, pvz., 
(- 1; 4) ir (1; 1). 
Brėžiame lygties 2x - y = 8 grafiką per du taškus 
(0; - 8)ir (2; - 4). 
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5. Raskite visas a reikšmes, su kuriomis lygčių sistema 
t uci 
2х + (а + 5y = 8 


a) neturi sprendiniu; 
b) turi be galo daug sprendiniu. 


Аёѕ.: а) а = - 7; Ь)а = - 1. 


16. Laipsnis su natüraliuoju rodikli 
Nubrėžtosios tiesės susikerta taške (3; - 2). 6 р ? ч ] N 


N 
Ats.: (3; - 2). ens 
am=a:a:.... a, kai m > 2 
Uždaviniai. "TT m 
Išspręskite: 


1. бу + 4х = 2, 

х - Зу + 8 = 0 sudėties būdu. 
а". b" = (а *b)" 
Ats.: (- 2; 2). 
а": b" = ()", kai b * 0 
2. Зх + y = 6, 


2х + Зу - 4 = 0 grafiškai. (ат)! = ат" 
Ats.: (2; 0). Jei a > b > 0, tai a^ > b" 
3. 12x - у = 3,5, Pvz.: 
Зх *y-2 keitimo büdu. 
43 1) 0,24 = 0,2-0,2- 0,2- 0,2 = 0,0016 
9 
Ats.: (35 ; 10 ) 
2) (11. (6 0127 = (2 = 2. 
єч | 
242 = 8, | | 3) (04) : (0,4)* = 0,4? = 0,16 
Ats.: (8; 9) 
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4) (25) = 20 = 1024 


6) Kas daugiau: 23% ar 32% ? 
Sprendimas. 

2300 E (2:109 = 8100 

320 - (32)'% = 9100 
Kadangi 9 > 8, tai 3200 > 230, 

Laipsnis su sveikuoju rodikliu 

a"=£,kurazOirn>0 
а? = 1 


(2) " = (5), kura, 0, ья 0 


Standartinė skaičiaus išraiška 
x=a-10,ne 2, 1<|ą < 10. 
Pvz.: 
1) 654000 = 6,54 - 105 


2) 0,00034 = 3,4 -10-4 
3) 2,8- 10% 5. 10:8 = 14-10? = 1,410? 


4) 3,5- 105 + 7,4- 1077 = 3,5 -10-8 + 0,74 -10:8 = 4,24 10^ 
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Uzdaviniai 

Apskaičiuokite: 

1) 8-1 + 16:1 

2) 35 -(7)* 

3) - 10-0,5-3 

4) (275.2: 

Ats.: 1) ; 2) 19; 3) - 80; 4) 8. 
Užrašykite standartine išraiška: 
1) 6,4:10:3-1,6 -10-2 

2) 1,1-10*-9,3-103 

3) 5-10-2: (0,25 -10^). 


Ats.: 1) 1,024-10:5 2) 1,023- 105; 3) 2-105. 


17. Kvadratinės šaknys 


Kvadratinės šaknies apibrėžimas: 


» b> 0 
Уа-рое psg 
125 = 5, nes 5? = 25 0,16 = 0,4 
V25 = 7, nes 7? £ 25 46400 = 80 
V25 7 - 5, nes -5 < 0 0,0016 = 0,04 
V- 4 neturi prasmės 2«N7«3 


0,8 < 10,8 < 0,9 
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Tapatybés 


((ау-а,аг0 
Та? = а| ae R 


(Na y = Va? 


Pagrindinės savybės 


48:46 = asb” 


Ха = 
3X Ebo 


Vab 2 


а = 


уат 
Ҹағ'= (Viar) 


Jei a > b > 0, tai và» Nb. Na + ЧБ > Ха +b. 


Jei a > 1, tai a > Va іга > 1 


Јеі 0 <a < 1, tai a < үа’ ir 0 < Ja < 1. 


Iškėlimas iš šaknies 


vab = аур ,b>0 


472 = 436:2 = 6V2 
41142 = ат 


ҮБс? + ү- с = 


- су5'+ү- с’ 
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Įkėlimas | šaknį 


- Ха? „jei a < 0, 
Ya?b jei a > 0, b > 0. 


342”- 42:37 = N18. 
X6b7 + Nb = bV6 + Nb , b» - 246 = - V4 -6 = - V24 `. 


„c<0 


Uždaviniai. 

1) Apskaičiuokite: 
а) 2,5 -N3,24'- 1. 225” 
b)5- 2.127", 

Ats.: a) - 3; b) 411. 

2. Suprastinkite: 


а) +x% 40,49х9, kai x > 0 


b) - 5y? етт „kai y < 0. 


18. Iracionalybės panaikinimas vardiklyje 


Norint panaikinti iracionalybe trupmenos vardiklyje, reikia 
surasti paprasčiausią iš reiškinių, kurio sandauga su vardikliu būtų 
racionalusis reiškinys, ir iš jo padauginti duotosios trupmenos 


skaitiklį ir vardiklį. 


1) 2 -25 = 235 
45 45845 5 
1 va — Nd Ma 
2) ww ug eu 30 


Jei trupmenos vardiklyje уга dvinaris a + b, tai reikia ir 
skaitiklį, ir vardiklį padauginti iš reiškinio, jungtinio vardikliui. 


2 n NT. _ КАЧ), _ 22025. 
1) ат ^@Ў- 1З уту = (By -N8 +1 
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2) Suprastinkite reiškinį: 
3 15 AE 
(r t ñz t ааа) 485577. 
Sprendimas. 


2 3 15 pd ao eq um 
Cut tw: ta mi ts) 


Е 2(УЗ + 1 3(3 + 2 15(3 + 43: Sa 
= (RE En 3-208842) eim > Съз 


< D4 3(V3+ 2), сш ыт) 
=( зт t-34 + S) 


= (УЗ +1 ЕЕЕ 5. = 6 


„ES 


= 


$i = (03+ 5).513 - EV 
= (0,513 + 2,5) “5217 5254 = 253. 
Ats.:2,5V3. 


Dviejų neneigiamų skaičių aritmetinis vidurkis ne mažesnis 
už ju geometrinį vidurkį. 22 
atb>.jab.a>0 b>0. 


Uzdaviniai. 


Panaikinkite iracionalybe vardiklyje: 


10 
1. . 


Ats.: 2N5 x. 


2. — 58 
"255-7 | 


Ats.:-4V5 - 14. 
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3. Apskaičiuokite: 
3 3 
ER MEET ° 
Ats.: -È 
1-0,543/ 
b) 42057 + (V1,5 + 2\2). 


Ats.: 16,5. 


19. Natūralaus laipsnio šaknys 


Va-bneN,a20eb»0,b^'-a 


1245 = 
10:28 = 0,5 
2419 «3 


Nelyginio laipsnio Saknies traukimas i$ neigiamo skaiciaus 


\- 125' = - V125 = - 5 
V- 0,0000001 = - V0,0000001 = - 0,1 


ЖЗ -2у --/2-43у--(2-43)-48--2, 


Lyginio laipsnio šaknis iš neigiamo skaičiaus neturi prasmės. 


Tapatybės 
(Үа'у = а 
Var = а |, ae R 
"а-та, ae В 
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Pagrindinés savybés 

1857 = dab 
js - уа 
ор 
Wa «ча 
ач = Чат” 


Šaknų palyginimas 
Jei a > b > 0, tai: 
Va > Үр? 
Va + b >Va+b 


Jei a» 1, tai Va > 1irVa<a 


Jei O<a<1,taiO<Va <1irVa>a 


Pvz.: 


Iškėlimas iš pošaknio: 


a) 148 = Y6-8 = 216; 
b) (2 -N5)-6 = (N5 - 296 ; 


с) 1 - 13 )2:6 = (1 - ҮЗ v6. 


Įkėlimas | pošaknį 


а) 5V2 = {53-2 = 1250; 
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b)-3/2- -Y3*-2 --481-2--4162, 
с) (1-43 42 --1(1-43)-2: 
d) (1-15)AZ = X1 -N8y-2 . 


Veiksmų su skirtingų rodiklių šaknimis pavyzdžiai 
а) 3-N3-N8 = 137.32.713 = 433 32-3 = 3° = 3; 


b) EJ -E-E р р у уз 
) 1372 =з la уз = Į = Гэ B 


Uzdaviniai. 


1) Duotuosius skaičius surašykite didėjimo tvarka: 
V10;3]T ; 220,5 ; 2,5. 

Ats.: 210,5 у 110; 3JT ; 2,5. 

2) Suprastinkite reiškinį 345 + 2V20- V45". 


Ats.: 4N5. 
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20. Laipsnis 


Neneigiamo skaičiaus laipsnis su racionaliuoju rodikliu 


rem 
а" = Ха"; meZ пє 2 


Jei т < 0, tai a > 0. 
Јеі т > 0, tai а > 0. 


"Laipsnis su realiuoju rodikliu 


a,re R, [г<0 ir r>0 
laso 1518 


Laipsnių savybės 


а.а = а?*' (а?)' = а" 
acasar (к "= (2) 
ar- b' = (ab) ar: = (9) 


Laipsnių savybės іг nelygybės 


>b>0 
о" > а> ts > а < 
4 = gP»a ae 5 0958 
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Uzdavinys. 
Kas daugiau 3'°-? ar 5? 


Sprendimas. 


Abu lyginamuosius skaičius pakeliame laipsniu 45 + 2. 
' V5 +2 – 5. 3 sa . 2! _ 4 4 N 
Tada (35 -2у® +2 = 305-208«21 = 3 «286 = (Žy < (802. 


„4 
Ats.: B. 


21. Funkcijos 


y = f(x) 


x - argumentas, y - funkcijos reik$mé. 
D(f) - apibrėžimo sritis, E(f) - reikšmių sritis. 
Funkcijos grafikas - visų taškų (x; y), kur y = f(x), aibė. 


Funkcijos savybių schema 


. D(f). 
„Funkcijos grafiko susikirtimo su ašimis taškai. 
. Pastovaus ženklo intervalai (kur f(x) > O ir f(x) < 0). 
. Lyginumas (f(- x) = f(x)). 
Nelyginumas (f(- x) 7 - f(x)). 
„Periodiškumas (f(x + T) = f(x)). 
„Didėjimo intervalai (kuo didesnis x, tuo didesnis y). 
Mažėjimo intervalai (kuo didesnis x, tuo mažesnis y). 
. Ekstremumai (max, min). 
„Elgesys arti ypatingųjų taškų arba + =. 
. E(f). 
0. Grafikas. 


о л + о N = 


= (O соч 
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Pvz. 


X + Зх +2 
х +1 


Nubrėžkite funkcijos y = grafiką. 


Sprendimas. 


D(y) = (- e; - 1) U (- 1; +). Kai x 7-1, tai 
DER M — (X кө ЕРЕ 


А А T 2 
Vadinasi, funkcijos у = 2452 


funkcijos y = x + 2 grafiku, kai x 7 - 1. 


grafikas sutampa su 


>< 


22. Elementariosios funkcijos, 
jų formulės ir grafikai 


1. Tiesioginis proporcingumas y 
. y = kx k«0 


2. Atvirkščias proporcingumas 


y == arba xy =k 


3. Tiesinė 
y=kx+b arba ax+by=c 


4. Kvadratinė 
узах + bx + c 


Hla> 0 By 
D>0 04-0 
D< 
/ 0 
0 x b \ 
В Bl- Уо | 
2 
5. Kubiné 
y = ax? + bx? + cx + d. 
y 
0 
x 
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6.y = Vx (ne М). 


4 у = ix 
0 х 
7.у= * (ne Z) 


y 


Tiesiné funkcija y = kx + b 


D(y) = R 


Funkcijos grafikas kerta Ox ašį taške (- > ; O) ir Oy ašį taške 


(0; b), jei k 7 0. 


Jei k > 0, funkcija yra didėjanti, jei k < 0, funkcija yra 


mažėjanti visoje skaičių tiesėje. 


Koeficientas k nusako kampą, kurį sudaro tiesė su 
teigiamąja Ox ašimi, todėl k vadinamas krypties koeficientu. 
Jei k > 0, tas kampas smailusis, jei k < 0 - bukasis, jei 


k = 0, tiesė lygiagreti Ox ašiai. 


y 
y = kx + b (k < 0) y = kx + b (k > 0) 
y = b (k = 0) 


— X 
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= x Ox +1) 


Funkcija y = kx + b, k # 0, b # 0 nėra nei lyginė, nei 


nelyginė. 


Funkcija y = kx - tiesioginis proporcingumas (k > 0) 
Nelyginė funkcija. 


Kvadratinė funkcija y = ax? + bx + c (а # 0) 


D(y) = R 


Kai a > 0 mažėja intervale (- =; x.) ir didėja intervale (X; +оо). 


Xy =- E minimumo taškas. 

y, = f(x.) minimumas 

E(y) = [yg +) 

Funkcijos grafikas - parabolė. 

Parabolės viršūnės koordinatės: x = - A ; Yo = у(х). 


Simetrijos ašis хх, 


Kai a < 0 didėja intervale (- =; x.) ir mažėja intervale (х,; +). 


X = - ын maksimumo taškas, 
У, = Y(X,) - maksimumas. 
E(y) = (- =; yd. 


у = ах? 0 х 
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D = b2- 4ac > 0 D = 2 - 4ас = 0 D = b2 - 4ас < 0 


Dvi šaknys x, ir x, Viena šaknis x, Nėra realių šaknų — 
Grafikas kerta Ox ašį Grafikas liečia Ox ašį Grafikas yra vienoje 
dviejuose taškuose ašies Ox pusėje 


a>0 
y y 
X 
0 —x 0 NV x эх 
У, < 
a < 0 
y y 
| ^ 
X 
эх 5 хо ух т» 5x 


23. Kvadratines lygtys 


ax? + bx + c = 0 (a z 0) nesuprastinta. | 
a - | koeficientas; b - II koeficientas, c - laisvasis narys. 


Tipai: pilnoji ax? + bx + c = 0 arba х? + px + q- 0 
nesuprastinta suprastinta 


nepilnosios ах? + бх = 0 
ax2 + c = 0 
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Lygčių sprendimas 
c=0 


x(ax + b) = 0 


х = 0arba ax +b = 0 
245 

X =. 

2 a 


czOirbz 0 


ax? + ђх+с= 0 
D = b? - 4ac 
diskriminantas 


20530 
2а 


ах? = 0 viena šaknis x = 0. 


Saknu egzistavimas 
1. D > 0 - dvi realios Saknys. 
2. D = 0 - dvi realios lygios Saknys. 
3. D < 0 - realių šaknų nėra. 
Vijeto teorema 
x +px+4-0 


ir x, š B b 
X, Ir x, šaknys © х, +х,=-р arba - 5. 
X,* X, = q arba = 


Kvadratinis trinario skaidymas dauginamaisiais 


ах? + bx + c = а(х - X)(x - x) 
X, ir x, - šaknys. 


2d s 


Pvz.: 
1) Nespręsdami lygties x? + 13x + 45 = 0, raskite jos 
šaknų kvadratų sumą. 


Sprendimas. 


Pagal Vijeto teoremą 

X, + X, = - 13, 

XX, = 45. 
x° + x° = x: ° + 2X.X, + x? - 2x x, = (x, + X; - 2x,x, = 
= (- 13) - - 2. 45 = 169 - “00 = 79. 


Ats.: 79. 


2) Raskite visas a reikšmes, su kuriomis lygtis ах? + 13x + 
+ 1 = 0 turi dvi skirtingas šaknis. 


Sprendimas. 
Kvadratinis trinaris turi dvi skirtingas šaknis, jei jo 
diskriminantas teigiamas. 
D=169-4a>0 


169 


Iš čia a < 1- 


Kai a = 0, tai duotoji lygtis tampa 13x + 1 = O ir turi tik 
vieną sprendinį. 

Vadinasi, a ғ 0. 

Tada a € (- =; 0) U (0:22). 


Ats.: (- œ; 0) U (0; 8). 
3) Dviejų kvadratų kraštinės proporcingos 5 ir 4. Jeigu 
kiekvieno kvadrato kraštinę sumažinsime 2 cm, tai gautųjų kvadratų 


plotų skirtumas bus lygus 28 cm?. Raskite duotųjų kvadratų 
kraštines. 


83. 


_ — — —— TK—— a mr 


Sprendimas. 

Sakykime, kad kvadratu kraštinës yra 5t ir 4t. Sumašintu 
kvadratų kraštinės 51-2 ir 4t - 2. 

Pagal uždavinio sąlygą: 


(t - 2) - (4t - 2 = 28 

9t? - Fide 28-0 

t, = 222 < 0 (netinka pagal uždavinio prasmę); 
_ 4+32 _ 

t, жа ы 2. 


Vadinasi, kvadratu kra&tinés lygios 10 cm ir 8 cm. 
Ats.: 10 cm ir 8 cm. 
Uzdaviniai. 


1. Lygties x? + px + q = 0 koeficientų p ir q skirtumas 
lygus 5, o jos diskriminantas 16. Raskite X * x. 


Ats.: 10. 


2. Raskite visas b reik$mes, su kuriomis lygtis 
X* + b(3x + b) + 5b + 6,25 = 0 neturi realiųjų šaknų. 


Ats.: (- 1; 5). 
3. Kokios turi būti p reikšmės, kad lygties 


х+ 15 _ 10х-р 1 & i Ї 
—p "x cux Šaknys x, ir x, tenkintų nelygybę 


Ats.: [2; 8]. 


4. Su kuria m reikšme viena lygties mx? + (m - 23)х + 16 
šaknis lygi 2? 


Ats.: 5. 
M - 


24. lracionaliosios lygtys 
Lygtis f(x) = Va(x) 


ekvivalenti sistemai: 
f(x) = g(X); 
f(x) > 0 (arba g(x) > 0) 


Lygtis х) = g(x) 
ekvivalenti sistemai: 


1 =g*(x); 
g(x) > 0. 


Uždaviniai. 


1. Išspręskite lygtį Vx + 2 = х. 
Sprendimas. 


Duotoji lygtis ekvivalenti sistemai: 
x + 2 = x°, 
1x6 
- х=-1; 
х?-х-2=0 © ре 
Saknis x = - 1 netenkina salygos х > 0. 
Todél lygties sprendinys x = 2. 
Ats.: 2. 
2. Išspręskite lygtį ҮЗх + 1- Nx +4 = 1. 
Sprendimas. 


KFT = A+ Xx 4. 


Pakeliame abi lygties puses kvadratu ir gauname: 
3XxX+1=1+2x+4+x+4. 
Tada 2\х+4 =2x-4 
vx+4=x-2. | 
Gautoji lygtis ekvivalenti sistemai: | 
АЗ о 
{ х-2 > 0. "UY a 
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i. s 
x > 2. 
11 arba x 7 5; 
x > 2. 
Iš čia x = 5 
Ats.: х = 5 


3. Išspręskite lygtį (16 - x2)V3 - X = 0. 


Sprendimas. 


Kairéje lygties puséje yra dvieju funkciju sandauga. 
Sandauga lygi nuliui tada ir tik tada, kai nors vienas iš daugiklių 
lygus nuliui, o kiti su šia sąlyga turi prasmę. 

Duotoji lygtis ekvivalenti trijų sąlygų visumai: 


16 - х2 = 0, 
3-х20, 
3-x-0. 
Ats.: - 4; 3. 
4. Nesprendžiant lygties parodyti, kad lygtis 
x+1+13-x = 17 neturi šaknų. 
Sprendimas. 


Rasime lygties apibrėžimo sritį: 


x+1>0, 122 
3-x> 0; x < 3; 


Nustatome, kokias reikšmes įgauna Nx + 1 ir 3- x : 
O<Vx+1<2 о 0< 13-х < 2. 


Vadinasi, Nx + 1 + 13 -x < 17, t.y. lygtis neturi šaknų. 
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Uždaviniai. 


3+ 2x 
x : 


1. A4 — = 
Ats.: 1,8. 

2. (x + 2x - 3) = 2(х - 4). | 
Ats.: 7. | 
3.43-4х-2 =V17-x. 


Ats.: 11. 
М - 4x + 4 


x+2 


Išspręskite lygtis: 
| 


4. = 4. 


Ats.: - 1,2. 


25. Nelygybės 


a > b, jei a - b > 0; 
a<b,jeia-b< 0; 


a=b,jeia-b= 0. 


Savybės 


11a>b>b<a 
2.a>birb>c—a>c 
3.a»birc- bet kuris skaičius > a+c>b +c 
4.a»birc»0 > ас > bc 

c«0 > ac < bc 
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1 1 
5§.a>b>0 > Зар rm 


6a>6b>0 = а> Б" 


7 a>b a>b 
c>d с> а 
a+c>b+d a-d>b-c 

8.a>b a>b>0 
c>d>0 c>d>0 
ac > bd а > 


Tiesinių nelygybių sprendimas 


х>а х <а 
— T — ——— 
Ó x T x 
[a; + ~) - ©; a) 
a<x<b 
—k— —» X — PO 
a b a b : 
[a; b] (a; b) 
ах > b 


b : 
x> < , kai a > 0 


b 4 
х «кага <0 


X - bet kuris realusis skaičius, kai a = O ir b < 0. 


Sprendiniu nėra, kai a = 0 ir b > 0 


98-27 


—— 


Pvz.: (2) sistemos sprendinys - intervalas (a; b) 


Išspręskite nelygybes: = — —. 
i i —» X 


tat x*220 B b 
| xe (a; b) 
-тх®-2 | 
(3) sistemos sprendinys - intervalas (- <<; а) 
х<6 
Ats.:x є (- œ; 6]. | mx 
a b 
2. 1,5(х - 8) - 2(0,75 + 5) < 0 xe (- ~; a) 
1,5x- 12 - 1,5x - 10 < 0 
0-х-22-0 (4) sistema sprendiniu neturi 
0- x « 22, nelygybé teisinga su bet kuriuo realiuoju x. 
—I— 
Ats.: x e (- es; + e). a b 5 
Ø 
Nelygybių sistema 
Pvz.: 
х>а (а 1 к 
2 3 4 
i >b (1) x< b Í ) x < b Í ) x>b m Išspręskite nelygybiu sistemas: 
Sakykime, kad a < b 1. 3x * 2» x-1 2x > -3 
0,4х - 16 < 0 0,4х < 16 
(1) sistemos sprendinys - intervalas (b; + =) 
44 1 х»-1,5 
x«40 


— М —»X 
Koordinačių tiesėje pavaizduojame abiejų nelygybių 
x e (b; + ©) sprendinius. 


—— OV 
-1,5 40 
Ats.: x e (- 1,5; 40). 
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2. 3,5x-2» 5,3x- 5 - 1,8x > -3 
2x-2«3x-41 © -x«-21; 
2 2 
5 
x< = 
“| 547 
х»2-. 
———— пази. 
p 4 


Ats.: Sprendinių nėra. 


1 1 1 
аах Ток E 


Дх - 0,75) < 5(x + 1) 


х > 16, cn 
{52 6, pee pecie DAN 
į -8 16 


Ats.: x e [16; + 


Uzdaviniai. 


Išspręskite nelygybes: 


1. 2(x + 1) + 5 > 3 - (1 - 2x). 


Ats.: (- со; + co). 


2 x-5 +1< 5x | x-3 


6 М 


Ats.: r+ ; + e). 


3 х+1 „X+2 


2 


Ats.: (- со; + оо). 
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Išspręskite nelygybiu sistemas: 


1. 7x + 8 < 6 + 5x, 
ТХ-5»7-5х. 


Ats.: O. 
8-7 +1 7-3 
| [^ тайх хииж ис 
7(3х - 6) + 4(17 - x) > 11 - 5(x - 3). 


Ats.: (0; + со). 


26. Kvadratinės nelygybės 


ах? + bx + c > 0; ax? + bx + c < 0, a >0. 


Sprendžiant kvadratines nelygybes reikia surasti 
diskriminantą D = b? - 4ac ir surasti kvadratinio trinario šaknis. 


Nelygybė ах + bx + c > 0 


xeR X € (- eo; X)U (Xy + о) xe (- =; Х,) U (x;; + e) 


Nelygybė ах + бх + c< 0 
Sprendinių nėra Sprendinių nėra 
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Pvz.: 

Išspręskite nelygybes: 
1.x? > 0. 
Sprendimas. 


Parabolė y = x? yra aukščiau 
ašies Ox su bet kuriuo x 7 0. 


Ats.: x < (- œ; 0) U (0; + =). 
2. -X >3 


Sprendimas. | u | 
Kadangi - X? < 0 su bet kuria realiąja х reikšme, tai nelygybė 
neturi sprendinių. 


Ats.: Sprendinių nėra. 


1 
2 
3.X $5. 


Sprendimas. 


Brėžiame scheminį funkcijos y = х? - 5 grafiką. Randame 
funkcijos y nulius (t.y., taškus, kuriuose y = 0). 


Vadinasi, x € - 2:1 
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4. - 3х2 - x + 4 < 0. 


Sprendimas. 


Nelygybés - 3x2 - x + 4 < 0 abi puses padauginame iš (- 1) 
ir gauname: 3X + x-4>0. 


Randame parabolės y = 3x2 + x - 4 susikirtimo su Ox ašimi 


taškus: 3?*x-420 
0-1-4-3-4-49. 
x =1;x,=- 2. 


3 


Pavaizduojame parabole schemiškai: 
y 


y > 0, kai x є Ce - £ ] U [1; + ©). 
Ats.: x e (- =; -$ ] U [1; + =). 


| 5. Su kuria sveika k reikšme nelygybė 
| х? - 2(4k - 1)х + 15k? - 2k - 7 > 0 
teisinga su bet kuria realia x reikšme? 


Sprendimas. 

Kadangi koeficientas prie x? teigiamas, tai, kad nelygybë 
| būtų teisinga su bet kuria realia x reikšme, turi būti D < 0, t.y. 
| (4k - 1? - (15K? - 2k - 7) < 0 
| 16k? - 8k + 1 - 15k? + 2k +7 «0 

k?-6k*8«0 
Surandame taškus, kuriuose trinario k? - 6k + 8 grafikas 
kerta abscisių ašį: 


кс - 6к+8= 0 y 

k, = 2; k, = 4 

2<k<4 k 
Vadinasi, k = 3. 2N 7/4 
Ats.: k = 3. 
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6. Raskite funkcijos y = V3x? + бх + 12 reikšmių sritį. 27. Lygtys su moduliu 


Sprendimas. iX|i-a |x-b| =a 
ER 1)a«0 1)a«0 
Pošaknis visada teigiamas, nes kvadratinio trinario Sprendinių nėra Sprendinių nėra 
О<0,оа> 0. 2)а=0,х=0 2a=0x-b=0x=b. 
Mažiausią reikšmę trinaris įgaus, kai 3)а»0 | x-a 3)а»0 | x-b=a, 
x=-a x-b=-a; 
= 6a = -1\2 {> = Iš čia x=b+ 
x =-= 0-123 (-1) + 6 (- 1) + 12 = 9. Es 


y mažiausia reikšmė bus 49 ty. у=3. 
Vadinasi, E(y) = (3: + e). 


| f| [969] ОО = 909) 
| ekvivalenti lygčių visumai ekvivalenti lygčių sistemai 
Ats.: E(y) = [3; + =). | f(x) = g(x) Ён = g(x) 
f(x) = - о(х) f(x) = - g(x) 
о(х) > 0. 
Uždaviniai. 
Išspręskite nelygybes: Nelygybės su moduliu 
x-b<a x-b>a 
1. - 9х2 - бх - 1 < 0. PH PP 
1 $ Sprendiniu néra xe R. 
Ats.: x (- =; — ) U (=s ; + e°). 2250 2)а»0 
-a<x-b<a x-b>aarbax-b<-a 
2. 2х2 - 4х + 9< 0. Iš čia Iš čia 


b-a<x<b+a xza*barba x<b-a 


Ats.: Sprendinių nėra. 


lf] 21809) 
Ekvivalenti nelygybiu visumai 


3. 2х2 + 3x < 0. lœ] < |о(х) | 
Ekvivalenti sistemai 
Ats.: (- 1,5; 0). f(x) < g(x) 
f(x) > - g(x) 


| > g(x) 
f(x) < - g(x) 


Nelygybė |f(x)| > |g(x)| ekvivalenti nelygybei P(x) > g(x) 
arba nelygybei (f(x) - g(x))(f(x) + g(x)) > 0. 
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Pvz.: 


1. Išspręskite lygtį |x + 212 6 - 2x. 


Sprendimas. 
Gauname: 
x + 2 = 6 - 2x, x + 2 = - 6 + 2x; 
6-2x20; “ba 6. 2x>O. 
3x = 4, í x = 8; 
xe: x < 3; 
{* = i ; Gautoji sistema neturi 
x«3 sprendiniu. 
9 ous 4 
Iš čia x= >. 
Ats.: 


2. Išspręskite lygtį | x - 2| +|2x -3| = 5. 


Sprendimas. 
Skaičių ašyje pažymime taškus, kuriuose po moduliu 
esantys reiškiniai virsta nuliu: 


міо —— 
n- 
ми 


kai x < 3. tai - (x - 2) - (2x - 3)=5 
Iš čia x = 0. 


kai Ž<x<2,tai -(x-2)+2x-3=5 
x = 6 (netenkina sąlygos). 


kai x > 2, tai x-2+ 2x- 3 = 5, 
3x > 10, 
x> 10 
F 
Ats.: 0; $. 
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3. Išspręskite nelygybę |3x - 5| > 7x - 6. 


Sprendimas. 

Duotoji nelygybė ekvivalenti nelygybių visumai: 
kok A рээ: 
3x-5<-7x+6 10x < 11; ^ 


4. Išspręskite nelygybę 2|x2-1 > x +1. 
Sprendimas. 
Duotoji nelygybė ekvivalenti visumai: 
| 252-2»х-1, 
2X? - 2 < - (x + 1). 


a 
2x*+x-1<0. 


Pirmosios nelygybės sprendinys x (- œ; - 1) U (z 
Antrosios nelygybés sprendinys x e (- 1: нА 2) 


Ats.: xe (-=;- 1) U (-1;1 )U (È ; +). 


2 
2 2 


Uzdaviniai. 
1.|2x - 3| = 11. 
Ats.: - 4; 7. 
2.|2-x| = 5 - 4х. 


Ats.: 1. 
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; + оо), 


3.|2x+5|= 4 +2. 

Ats.: - 7; - 1. 

4. |x- 1| +|6- 2x| = 3. 

Ats.: +; 2. 

5. |x -1|-2x-2| + 3 |x - 3|= 4. 
Ats.: x = 5. 

6. |4x * 1| « 3. 

Ats.: (- 1; 2). 

7.3х-1<2 |х|. 


Ats.: (- es; 1). 


28. Intervalu metodas 


Sprendžiant nelygybes f(x) > 0 arba f(x) «0, reikia skaičių 
tiesėje atidėti taškus, kuriuose f(x) virsta nuliu arba neturi prasmės. 
Tie taškai skaičių tiesę padalija į baigtinį skaičių intervalų, kurių 
kiekviename funkcija f yra pastovaus ženklo. Norint nustatyti tą 
ženklą, užtenka apskaičiuoti funkcijos reikšmę nors viename 
pasirinkto intervalo taške. 


Pvz.: 
Išspręskite nelygybes: 


1. x(x - 4)(х + 5? > 0. 
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Sprendimas. 
Nagrinéjame funkciją f(x) = x(x - 4)(х + 5). 
D(f) = R. f(x) = 0 taškuose x = 0; x =4ir x = - 5. 


E Эл, МУ» 


25 0 4 
f(- 6) > 0; f(- 1) > 0; f(1) < 0; 5) > 0. 


Ats.: x € (- +; - 5) U (- 5; 0) U (4; + =). 

2. (x - 2(x + 1)(х + 6)2 < 0. 

Sprendimas. 

Nagrinėjame funkciją f(x) = (х - 2)(х + 1)(x + 6}. 


D(f) = R. 
f(x) = 0 taškuose x = 2; x = - 1; x = - 6. 


+ N d + ^ 24 - ` d + 
-6 -1 2 

f(- 7) > 0; f(- 2) > 0; f(1) < 0; f(3) > 0. 

Ats.: x є [- 1; 2]irx = -6. 


3. х(х + 3) «0 


х-4 - 


Sprendimas. 
Nagrinéjame funkciją f(x) = а адо š 


D(f) = (- =; 4) U (4; + œ). 
f(x) = O taškuose x = 0; x = - 3. 


f(- 4) < 0; f(- 2) > 0; f(3) < 0; f(5) > 0. 


Ats.: x e (- =e; - 3] U [0; 4). 


- 69 - 


Uzdaviniai. 


Išspręskite nelygybes: 


Ats.: (- œ; - 2). 


3x? -2x-5 
2. — teen 0. 


Ats.: (- 1; ) U (2; + =). 


3. Raskite didžiausią sprendinį 225 < 20 - x. 


Ats.: 9. 


29. Skaiciu seka 


Skaičių seka уга natüraliojo argumento funkcija: a, = f(n). 
Sekas apibrėžiame nurodydami jos narius: a,, а„ a% ..., 8,, ... 
arba pateikdami n-tojo nario išraišką а. 


Riba 
Skaičius C yra skaičių sekos (а) riba, kai n — =, jei 
kiekvienam teigiamam e egzistuoja toks natūralusis skaičius n,, kad 
la, - C| <=, visiems n, n >n, 
lim (a, + b) = lim a, + lim b, 


lim (a,* b.) = lim a, * lim b, 


пә 


>= 
80 


` a im n "m 
lim 5“ = dim , kai lim b, * 0 


ПЭ = 


80 


> 


BAS 
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Aritmetinė 


(а) 


Progresijos 


Geometrinė 
п (b) 


Apibrėžimas 


b... = б. (q = 0, 1). 


n-tojo nario formulė 


а = a, + (п - 1)d 


n 


Sumos formulė 


афа S = 2020-19 
à 2 


d E а. ; -8, ын 
= a +a, 
n-m 
a = 2.::+а,.; 
n 2 


aritmetinis vidurkis 


= b.(qm-1) 
хиа сн 
‚п arba Bec. 
Savybés 
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zB cnm 
а= чан 3 


—— 


b = vb... b 


n*1 n-1 
geometrinis vidurkis 
kai | q| < 1, tai geometrinė 
progresija be galo mažėjanti 
B 
S= To 


Pvz.: 


1. Duoti du skaičiai - 13 ir 37. Kokį skaičių tarp jų reikia 
įrašyti, kad trys skaičiai sudarytų aritmetinę progresiją? 


ndimas. 
Spre —:13+37 = 12 
а, = 2 ES Š 


Trys skaičiai - 13; 12; 37 sudaro aritmetinę progresiją. 
Ats.: 12. 
2. Raskite aritmetinę progresiją, kurios ketvirtasis narys 


keturiais didesnis už dvigubą pirmąjį narį, o pirmųjų penkių narių 
suma lygi 10. 


Sprendimas. 
a, = 2а, + 4, 
5, = 10; 


а, + 3d = 2а, + 4, 
{ 55. 5-10 


а, = 3а - 4, 
2а, + 4d = 4; 
2 Lau 9 
a cep 
Ats.:a,=-Ž;d= $. 


3. Kokį skaičių reikia įrašyti tarp skaičių 7 ir 175, kad trys 
skaičiai sudarytų geometrinę progresiją? 


Sprendimas. л 
b, = V7 1757 47:7:25 = T: 5 = 35. 


Trys skaičiai 7; 35; 175 sudaro geometrine progresija. 


Ats.: 35. 
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4. Periodine trupmena 0,58333 ... išreikškite paprastąja. 
Sprendimas. 
0,58333 .. = A + + — + 


400 + 1000 + 10000 +... 


TN ш 
100000 


Dešinėje lygybės pusėje dėmenys, pradedant skaičiumi 
+ , Sudaro begaline mažėjančią geometrinę progresiją, kurios 


. . 3 . . 1 
pirmasis narys lygus — , o vardiklis с . 


3 
3 3 3 = 00000 1 
Тада то + +o% + 100000 + + Е? ^ 30 ` 
ЭН AE MNA 
0,58333 ... = -0 5 = 
Ats; £ 


Uždaviniai su sprendimais. 


1. Geometrinės progresijos pirmasis narys lygus v2.0 
septintasis - 1128 . Raskite aštuntąjį progresijos narį. 

Sprendimas. 

Jei (0,) - geometrinė progresija, q - progresijos vardiklis, 
b, - n-tasis progresijos narys, tai b, = V2; b, = b q; V128 = N2*$, 
#='Ч, q'eB iq-2,q-2q-2iq2-32. 


1) q = V2, b, = 128 2", b, = V256", b, = 16. 
2) q = - 427, b, = - (256°, b, = - 16. 


Ats.: 16; - 16. 


2. Stačiojo trikampio kraštinių ilgiai sudaro aritmetine 
progresiją. Raskite trikampio mažesniojo kampo sinusą. 


Sprendimas. 

Sakykime, trikampio kraštinės a, a + d, a + 2d. Pagal 
Pitagoro teoremą a? + (а + d)? = (a + 2d); а? - 2ad - За? = 0, 
a = - d arba a = 3d. 

Kadangi a > 0; d > 0, tai a = 3d. 

Mažesniojo kampo sinusas lygus = =% = š 


5 a*2d ^ 5d ^ 5: 
Ats.:— . 
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3. Pro angą į vamzdį pateko viena materiali dalelė, o po 6,8 
minučių pro tą pačią angą pateko dar viena dalelė. Kiekviena dalelė 
iš karto pradeda judėti kito vamzdžio galo link. Pirmoji dalelė juda 
tolygiai 5 7 greičiu, o antroji pirmąją minute nueina 3 m kelią, o 
kiekvieną kitą minutę 0,5 m daugiau negu prieš tai buvusią. Po 
kiek minučių antroji dalelė pavys pirmąją? 


Sprendimas. 

Tegul t - laikas minutėmis, per kurį antroji dalelė paveja 
pirmąją. | 
Kelias, kurj nueina antroji dalelé, уга lygus t nariu aritmetinés | 


progresijos, kurios a, = 3, d = 0,5, sumai. 


Vadinasi, 
S= 2а, 10) а 6 + 0,5(1- 1), р 
= TESCO — к=н 2 » 


Tokj pat atstuma nueis ir pirmoji dalelé: x 
S = 5(6,8 + t) = 34 + 5t. 
6 + 0,5(t - 1) = 
тыра Жылан © t — 34 + 5t. 
t = 17 (min.). 

Ats.: 17 minučių. 

4. Tam tikro skaičiaus iš eilės einančių natūraliųjų skaičių 
(pradedant 1) suma lygi triženkliam skaičiui, kurio skaitmenys 
vienodi. Kiek paimta skaičių? 

Sprendimas. 

Tegul buvo n natūraliųjų skaičių. 


Triženklis skaičius - xxx, t.y. 100x + 10x + x = 111x. 
1, 2, 3, ... - aritmetinė progresija. 


1+0 n =111x, (1 + n) п = 222x, x = узу. 


x < 10. 
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37- pirminis skaičius. n arba 1 + n dalosi iš 37 ir dalmuo 
lygus 1, nes tik tuo atveju likę dauginamieji neviršija 10. 
Akivaizdu, kad n = 36. 


36437 — 5. 


X = 2:3-37 


Ats.: n = 36. 


5. Punktai A, B, C ir D išsidėstę ant vienos tiesės nurodyta 
tvarka. Pėstysis eina iš A į D 518 greiciu. Pasiekes D, jis pasuka 
atgal ir ateina į punktą B, visam keliui sugaišęs 5 valandas. Žinoma, 
kad atstumą AC jis nueina per 3 val., o atstumai tarp A ir B, Bir C, 
C ir D (duotąja tvarka) sudaro geometrinę progresiją. Raskite 


atstumą tarp B ir C. 


Sprendimas. 

Sakykime, kad AB = x km, BC = y km, CD = z km. 

Pėstysis atstumą AB nueina 1 kartą, BC - 2 kartus, CD - taip 
pat 2 kartus. 

Visas įveiktas atstumas lygus 5 km, 5 val. = 25 km. 

Tada x + 2y + 2z = 25. 

Antrąją lygtį gauname, žinodami, kad atstumą AC nueina 
per 3 val., ty. x + y = 3:5 = 15. 

Trečiąją lygtį gauname pagal geometrinės progresijos 
apibrėžimą y? = xz. 


x + 2y + 2z = 25 15-y + 2у + 22 = 25 
Ч х+у=15 = { х=18-у 
y? = xz y -(15-y):z 
2y? = 150 - 15y - 10у + y? 

y? + 25у - 150 = 0 
D = 625 + 600 = 1225 


Үр = 35 
у, = 225235 = 5; y = 29-39 = - 30 (netinka). 
Ats.: 5 km. 
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Uzdaviniai. 


1. Ketvirtasis aritmetinés progresijos narys lygus 16, o 
septintojo ir dešimtojo narių suma lygi 5. Raskite pirmųjų 
aštuoniolikos narių sumą. 


Ats.: - 9. 


2. Raskite suma visų triženklių skaičių, kuriuos dalinant i$ 
11, gauname liekaną 9. 


Ats.: 45387. 


3. Tarp skaičių 7 ir 56 įrašykite du skaičius, kurie su 
duotaisiais sudarytų geometrinę progresiją. 


Ats.: 14: 28. 


4. Turime aritmetines progresijas 2; 7; 12; ... ir 3; 10; 17; ... 
Raskite pirmųjų 50 abiejų progresijų sutampančių narių sumą. 


Ats.:43725. 


30. Tekstinių uždavinių sprendimas 


1. Sniegą valo 2 sniego valymo mašinos. Pirmoji gali nuvalyti 
gatvę per 1 val., o antroji - per 75% to laiko. Gatve valyti pradėjo 
abi mašinos ir kartu dirbo 20 min., o po to dirbo tik antroji mašina. 
Kiek laiko dar dirbs antroji mašina, kol baigs valyti visą gatvę? 


Sprendimas. 

Atliekamą darbą pažymėkime 1. 

Pirmos masinos darbo našumas per 1 val. - 1, o antros 
mašinos 1 : = TE (per val. ). 

Abi mašinos dirbo 4 = val. Jos atliko D 1 +1.2 = i viso 
darbo. 

Vadinasi, antroji mašina turi atlikti Ž © viso darbo. 


276 - 


Tam prireiks 5:4 = (val.). 
Ats.: 10 min. 


2. Mažylis gali suvalgyti torta per 10 min., stiklainį uogienės - 
per 13 min. ir išgerti puodą pieno per 14 min. Karlsonas visą tai 
gali padaryti atitinkamai per 6 min., 6 min. ir 7 min. Per kokį 
trumpiausią laiką jie abu gali viską suvalgyti? 


Sprendimas. 
Jei Mažylis ir Karlsonas nori per trumpiausią laiką viską 
suvalgyti, tai jie turi pradėti ir baigti kartu. 
Pažymėkime: 
Mažylis suvalgo x dalį torto, y dalį uogienės ir z dalį pieno. 
Tuomet Karlsonas suvalgys 1 - x dalį torto, 1 - y dalį uogienės 
ir 1 - z dalį pieno. 
Laikas t, kurį valgymui sugaišo Mažylis ir Karlsonas, yra 
vienodas. 
М) = 10x + 13у + 142. 
(К) = 6(1 - x) + 6(1 - у) + 7(1 - 2). 
О<х< 1, 0 <у< 1, 0 <25< 1. 
10x + 13у + 142 = 6(1 - х) + 6 (1 - у) + 7(1 - 2) 
10x + 13y + 14z = 6 - бх + 6 - бу + 7 - 72 
z- (19 - 16x - 19y) 
t- 10х + 13у + 14z = 10x + 13y + $(19 - 16x - 
-19y) = = 10x - 2x + 13y-39 y 433 2 2,4] Ту+ 38. 


Iš šios išraiškos aišku, kad t bus tuo mažesnis, kuo didesnis 
yra X, ir kuo mažesnis y. 

Paimsime pačią didžiausią galimą x reikšmę, t.y. x = 1 ir 
pačią mažiausią y, t.y. y = 0. 


Tuomet t = - 2.1 +1 += == = 12 (тіп.), o z = 
gauname iš galimo intervalo. 


Išvada: : tigyja mažiausią reikšmę, kai Mažylis suvalgo visą 
шинэ ir išgeria + „Pieno, o Karlsonas suvalgo visą uogienę ir išgeria 
2 $ puodo pieno. 


Ats.: 12 min. 
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3. Šauliui šaudykloje buvo sudarytos tokios sąlygos: už 
kiekvieną taiklų šūvį dovanojami 5 žetonai, už kiekvieną nepa- 
taikymą - atimami 3 žetonai. Šaulio būta nelabai taiklaus. Po 
paskutiniojo (n - tojo) šūvio jis neturėjo nė vieno žetono. Keli šūviai 
sudarė seriją ir keli i$ jų buvo taiklūs, jei 10 < n < 20? 


Sprendimas. 
Tegul buvo pataikyta m šūvių, o n - m prašauti. 
Tuomet 5m -3(n - m) = 0 

8m = 3n, 

m= 2. 
m, n - natūralieji skaičiai, tai n turi būti 8 daliklis. 
Intervale 10 < n < 20 tėra tik 16 dalus iš 8. 
Tai šauta 16 kartų, o pataikyta 6 šūviai. 


Ats.: 16ir 6. 


4. Pirmąjį ketvirtadalį kelio traukinys važiavo 80 a ыг greičiu, 
o likusią dalį - 60 greičiu. Kokiu vidutiniu greičiu važiavo trauki- 


nys? 


Sprendimas. 
Tarkime, kad visas kelias s km. 
Pirmoji kelio dalis buvo nuvažiuota per > Val., о likusioji 


kelio dalis - per у 27) = gg Val. 


Taigi visa kelią traukinys įveiks per 3i; + as = 58. val. 


Vidutinis greitis bus: s : = = X = 64 a . 


Ats.: 64-а. 
5. Lėktuvas i$ pradžių skrido 2207 «ar greičiu. Kai jam liko 
skristi 385 km mažiau, nei jis buvo nuskridęs, jo greitis tapo 330 r. 


Vidutinis greitis visoje kelio atkarpoje buvo 250 I Kokj atstuma 
įveikė lėktuvas? 
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Sprendimas. 

Tarkime, kad visas kelias x km. 
| kelio dalis - 0,5x + 192,5 km 
II kelio dalis - 0,5x - 192,5 km 
Sudarome lygtį: 


0,5х + 192,5 , 0,5x- 1925 _ x 
220 330 ^ 250 
1,5x + 577,5 +x -385 _ x 
66 “25 
2,5х + 192,5 _ x 
66 7 25 


62,5х + 4812,5 = 66x 
3,5х = 4812,5 
х = 1375. 


Ats.: 1375 km. 


| 6. Parduotuvė gavo 1 ir II rūšių prekių už 4,5 milijono Lt. 
Visas prekes pardavus pagal II rūšies prekių kainą, būtų 0,5 milijono 
Lt nuostolis, o visas prekes pardavus pagal I rūšies prekių kainą, 
būtų 0,3 milijono Lt pelnas. Už kokias sumas parduotuvė gavo l ir 
II rūšių prekes? 


Sprendimas. 

1 Sakykime, parduotuvė gavo x vienetų | rūšies po a 
tūkstančių Lt už vienetą ir y vienetų II rūšies po b tūkstančių Lt už 
vienetą. 

„Tada už | rūšies prekes parduotuvė sumokėjo ax tūkstančių 

Lt, o už II rūšies prekes - by tūkstančių Lt. 

Vadinasi, ax + by = 4500. 
Jei visas prekes parduotų pagal I rūšies prekių kainą, tai 
pagal sąlygą a(x + y) = 4800 tūkstančių litų. 
| Jei visas prekes parduotuvė parduotų pagal II rūšies prekių 
kainą, tai pagal sąlygą b(x + y) = 4000 tūkstančių Lt. 
Gauname sistema: 
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ax + by = 4500, 
С + ру = 4000, 
ах + ау = 4800. 


Iš pirmosios lygties atimame antrąją, о iš trečiosios atimame 
pirmąją ir gauname: 1 - b)x = 500, 
(a - b)y » 300. 


Gautosios sistemos pirmąją lygtį padalijame iš antrosios ir 
gauname: 


= уз 3 x. 


2112) 


y 
Iš lygties ax + ay = 4800 turime: 
ax + Зах = 4800 = Žax = 4800 = ax = 3000 
ру = 4500 - 3000 = 1200. 


Ats.: 3000000 Lt ir 1500000 Lt. 


Uzdaviniai. 


1. Priekinis уе2 то ratas tam tikrame kelyje apsisuko 1000 
kartų daugiau negu užpakalinis ratas. Jei priekinio rato ratlankis 
būtų 1,5 karto ilgesnis, tai tame pačiame kelyje jis apsisuktų 200 
apskritimų daugiau negu užpakalinis ratas. Žinoma, kad užpakalinio 
rato ratlankis yra 1,5 m ilgesnis už priekinio rato ratlankį. Raskite 
ratlankių ilgius. 


Ats.: Priekinio ratlankio ilgis 2,1 m, o užpakalinio - 3,6 m. 


2. Pirmame tirpale yra 6% medžiagos A, 16% medžiagos B 
ir 4% medžiagos C (pagal svorį), antrame tirpale atitinkamai - 15%, 
9%, 10%, o trečiame - 3%, 5%, 2%. Kiek reikia paimti kiekvieno iš 
tų tirpalų, kad gautume 1 kg tirpalo, kuriame būtų 12% medžiagos 
A, 1096 medžiagos B ir 896 medžiagos C ? 


Ats.: Pirmojojo tirpalo - 0,2 kg; antrojo tirpalo 0,7 kg, trečiojo 
tirpalo - 0,1 kg. 
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31. Rodiklinė ir logaritminė funkcija 


Rodiklinė funkcija 


y-a'(a»0;az1) 


Vienas monotoniškumo 
intervalas. 


Ekstremumų nėra 


Kai a > 1, funkcija didėja 
visoje realių skaičių aibėje 


Kai 0 < a < 1, funkcija 
mažėja visoje realių skaičių aibėje 


Logaritminė funkcija 


y = log.x (a > 0; a z 1) 


Vienas monotoniškumo 
intervalas. 


Ekstremumu nëra 


Kai a > 1, funkcija didéja 
visoje apibrėžimo srityje D(y) 


y 
^ 


Kai O « a « 1, funkcija 
mažėja visoje apibrėžimo srityje 
D(y) 


>< 


Logaritminė ir rodiklinė funkcijos su tuo pačiu pagrindu yra tarpusavyje 
atvirkštinės, o jų grafikai simetriški tiesės y = x atžvilgiu. 
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Logaritmai Papildomi sąryšiai 


Logaritmas teigiamu, nelygiu vienetui pagrindu b teigiamo log,b = CT 
skaičiaus a, yra laipsnio rodiklis c, kuriuo reikia pakelti pagrindą b, kad 


gautume skaičių a. log,mb = Ял log,b 


log a = c (a > 0; b > 0; b 71) tada ir tik tada, kai b° = a. | 104, b^ =2 log,b 

| 
Pagrindinė logaritminė tapatybė: b'»? = a ] ro засаг = log,b 
Pvz.: log,b + log „с = log „b- log c 
30955 = 6 | 


Pavyzdžiai. 
1 


21992 = 21093 = 3 


25!°9%2 = (52)oss? = (5!9952)2 = 22 = 4 
109,16 = 4, nes 2* = 16 

log,8 - * S. nes 415 = 8 

109,51 - 2, nes 0,25? = 16 
жр 0,25, nes 995 = ҮЗ 


Мїод,64:100,25 -00,64:100,25 -42-2 = 2 


Logaritmas pagrindu 10 vadinamas dešimtainiu ir žymimas Uždavinys. 

Ig : log,,a = Іда. 

Raskite 109,8, jei 195 = a ir 193 = c. 

Pvz.: 
lg1000 = 3 Sprendimas. 
190,001 = - 3 шаг 
3 «103154 «4 log,,8 = 109,,2° = 3109,2= 4630: 
- 1 < 190,12 < 0 


lg2 = lg 2- = 1910 - 195 = 1-a 
Logaritmas pagrindu e vadinamas natūriniu їг žymimas 


In: log, a = Ina 1930 = 10(2. 15) = 192 + 1915 = 192 + lg(3- 5) = 


е=2,7 = 192 + 193 + 1955 = 1-а+с+а = 1 + с. 
Logaritmu savybés Vadinasi, 100,,8 = 2-9) , 
109,1 = 0 | Ats.: 3079. 
log, — Eis 
log a = | 


Sandaugos, dalmens ir laipsnio logaritmai 


log (ab) = loga + log b 
log + = log,a - log,b - 
log,a* = Кода 
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Logaritmu palyginimas 


Jei0 «a« 1 irO < x, <x, tai log x, > 109,Х, 
(Nelygybės ženklas keičiasi) 


Jei a > 1 ir 0 < x, < x, tai log,x, < log X, 
(Nelygybės ženklas nesikeičia) 


Jei 1 < a< b ir x > 1, tai log x > log, x. 

Jei O<a<b< 1ігх > 1, tai log x < log, X 

Jei 1 «a«birO «x < 1, tai log x < log, x 
JeiO <a<b<1,irO<x< 1, tai log, x < log, X 
Jei b > 1 ir a > 1, tai log b > 0 

Jei > 1; 0 «a < 1, tai log a < 0 

Jei 0 «b < 1; a > 1, tai log a < 0 
JeiO«b«1irO«a < 1, tai log a > 0 


Pavyzdžiai. 


log, ,0,2 < log, 50,1 
log, ,6 > log, ,6 


log,2 < 109,4 

109,6 < 109,6 < 109,7 

109.6 < 109,6 

Uždaviniai. 

1. Raskite reiškinio 1092, 7 + pos reikšmę. 
Sprendimas. 

log, 7 + P307. = log? 7 + 100,,98 log,,2 = log}, 7 + 


+ log, „(14 +7) 109,,2 = 1092,7 + log, „(7“ + 2). log,,2 = 


= log?,7 + (log,,7? + (00,,2):109,,2 = 
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= log?,7 + (200,,7 + 109,,2) -log,,2 = 1002,7 + 
+ 2009,,7:100,,2 + 1092, 25 (log,,7 + 100,,2у = 
= log? (2-7) = 1092,14 = 1. 

Ats.: 1. 

2. |rodykite, kad 100,,19 > log,,20. 


Įrodymas. | 
Reikia įrodyti, kad —99:29. < 1. 


Iš čia log,,20- 109,,17 < 1. 
Kadangi (Va'- Vb ? > 0, tai a+b-2Vab 20. 


x x: b — 
Iš čia => > vab, ty. ab < (22 y. 


Vadinasi, log,,20 -log,,17 < ( 10920 ошт 


109,,20-109,,17 < ( P9999 уг < (903617 = 


3. Kuris iš dviejų skaičių + log, (2221) +2 artg 
7 


Sprendimas. 
Ženklas V yra palyginimo ženklas (>; <). 


1 240 5 
Тада - 2.100, 2521 +2 V tg(13 Фл) 
Бы 

log,(229*)* + 2 V tg(13n + 27) 

log, 25 *2 V tg x 

log,6 - 109,49 + 2 V tg A 

5л 
109,6 V 927 


109,6 < 109,7 = 1 = tg + = tg 27 < tg m 
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= didesnis? 


1. 


DNUS NN. 
Vadinasi, tg ^7" 


. 442201 1 2401 
Ats.: t97 ?7 log, 36 * 2. 


32. Rodikliniu lygéiu sprendimo metodai 


Peréjimas prie bendro pagrindo 


25. 0,5 = 8:2; 
2.21=2?2.2° 


3x +1 
2 


2-122 


= x-2-3 


Ix c1 
x-1= 2 


a = 1, а> 0,ая1 < {х) = 0 


Бр - 4х +3 = 1 
Bé - 4х +3 = 50 
х2 - 4х +3 = 0 
х= 1; х= 3 


Iškėlimas už skliaustu 
7*  T**? = 350 


7х + 7* .72 = 350 
T(1 + 7?) = 350 


_ 350 . 
жылат 
x=1 


Kintamojo pakeitimas 


4 + 25*1-24=0 
4* + 2 -2* - 24 = 0 


x= у> 0 

у? + 2у - 24 = 0 

y=4;y=-6<0 
2=4=х=2. 
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Abieju lygties pusiu logaritmavimas 
e. 2* = 12 
Logaritmuojama pagrindu 2: 
E 109,6 + x = 109,12 
x 00,(2: 3) + х = 100,(4 3) 
- (109,2 + 109,3) + x = 109,4 + 100,3 
4 (1 + 109,3) + x = 2 + 109,3 
1 + log,3 + x? = (2 + log,3)x 
x? - (2 + log,3)x + (1 + 109,3) = 0 
= 1; x = 1 + 100,3, 


Homogeninės rodiklinės lygtys 


3.16*- 12х = 4.95 
Dalijame i$ 9* » 0: 


(Ў =у>0 5 3у2-у-4=05 у= $iyz-1«02 


> ($= > х= 1. 


Pvz.: 


1. Išspręskite lygtį G X+23-*=9, 


Sprendimas. 
2*+23.2*-9=0 


Pažymime 2-* = t (t > 0), tada t? + 8t- 9 = 0, t, = - 9 (netenkina 
sąlygos t > 0), t, = 1. Vadinasi, 27^ = 1, 2-х = 20, - x = 0; x = 0. 


Ats.: x = 0. 
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2. Apskaičiuokite, kokia radioaktyvios medžiagos dalis liks po 1000 
metų, jeigu jos skilimo pusperiodis lygus 1500 metų. 


Sprendimas. 53 

Radioaktyvusis skilimas aprašomas lygtimi m = т,( Tj : 

kur m - medžiagos masė laiko momentu, t, m, - medžiagos masė 
pradiniu laiko momentu t = 0, T - skilimo pusperiodis lygus 1500 metų. 


3. Radioaktyvioji medžiaga netenka pusės savo masės kas 20 
dienų. Po kiek dienų iš 32 gramų radioaktyvios medžiagos liks 1 gramas? 


Sprendimas. s 
1232-(2)5 , 


5-6 
Gy - (95. 
x5 

t = 100. 


Ats.: 100 dienu. 
Uzdaviniai. 
Išspręskite lygtis: 
1.5“ -+ х = 125". 


aiias 
Ats.: um 
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2.29.9082 1, 
1642 

Ats.: 1; 5. 

3. 3 (0,(3))-* = (Ly. 

Ats.: - 1. 

4. 25:2- 3652, 

Ats.: 2. 

5. 62555 = g*.2x*8. 

Ats.: 4. 

6. 3**' + 18 -3 -* = 29. 

Ats.: 97 - 1; 2. 

7.3%. 4+ 35 + 3 = 0. 

Ats.: 0; 0,25. 

8. 2**1-5+ 6* + 32x+1 = 0. 


Ats.:-1; 0. 


33. Logaritminių lygčių tipai 
1)logx =b,.a>0,a71 x = а. 
2)log,(f(x) = b, a > 0, аз 1 = f(x) =a°. 


3) log,(f(x) = g(x), a > 0,az 1 = f(x) = a9. 


4) log.(f(x)) = log.(g(X), а> 0, a # 1 > 
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f f(x) = g(x) Lygtis, kurios kintamasis yra logaritmo pagrindas 
> f(x) > 0 
g(x) > 0 x3 = 8, 
109,8 = 3 Е e x = NB 
x > 0; 
Logaritminiu lygčių sprendimo metodai 
Ats.: 2. 
4 - tojo tipo lygtis 
х £1, x>0, 
109,(3 - х) + log, (4 - х) = 1 + 2log,2 log, x = 05 64 x> 0, e x#1, e 
log,(3 - x)(4 - x) = log,3 + log,22 (х2)°5 = x. ya 
log.(3 - x)(4 - х) = 109,12 | x|= x 
(3 - X)(4 - x) = 12, 
5:58 m 
4-х> 0; х £z 1. 
х2- 7x = 0, Ats.: x є (0; 1) О (1; о). 
{5 <3, 
x<4; Pv.: 
х'°* = 100x 
x-0 arba x = 7, Lygties apibrėžimo sritis (0; + <<). 
1 x < 3; - lgx* = Ig(100x), 
Igxlgx = 10100 + Igx, 
Vadinasi, x = 0. Igžx = 2 + Igx, 
Igžx - gx - 2 = 0, 
Kintamojo pakeitimas lgx = a, 
a?-a-2-0, 
20210) + |gx = 7, =- 1ir a = 2, 
gy Ë lgx = - 1, Igx = 2, 
(1910 - lgx} + Igx = 7, x = 0,1; x = 100. 
lgx = y, 
(1-у?+у=7 > 1-2у+у?+у=7 > y¥-y-6= 0> Ats.: 0,1; 100. 
у= 3, Igx = 3, 
Е; | =-2. 2 | lgx = - 2, 
Uzdaviniai. 


Ats.: x = 1000; x = 0,01. 
Išspręskite lygtis: 


1. Ig(x - 2? = 0. 


Ats.: 1; 3. 


- 90 - -91- 


2. 0,519(2х - 1) + Igix - 9 = 1. Pvz.: 


Ats.: 13. 1. Išspręskite nelygybę 24-* > 1. 
3. 192 + Ig(4*-2 + 9) = 1 + Ig(2*-2 + 1). Sprendimas. 
24 - 8х > 29. 
Ats.: 2:4. | Kadangi 2 > 1, tai duotoji nelygybé ekvivalenti nelygybei 
- бэ 4-8x>0 
4.log5V5 - 1,25 = 109/5 . | Iš čia x< L. 
Ats.: V5; 5. | Ats.: (- 2). 


—€— 


5. 192х° - 10 Igx + 1 = 0. 2. Išspręskite nelygybę (5 < > fE. 


Ats.: N10 ; 10. | Sprendimas. 
6. x!095X +2 = 256. ($ yx > (2 y 
Оо. OT © 2+х 1 x+2 1 2 
o“ Kadangi > < 1, tai ТУ 7 => уу >-у э L 


34. Rodiklinés nelygybės > T >0 = xe (- es; - 1) U (1; e°). 


| 8) | шаш 
Sprendimas. 
x ? log,m Pažymėkime 5*=t > 0., 
St -1-4> 0. 
т> 0; 0 <а <1 х < log,m | Iš čia t < - 0,8 arba t» 1 


а! > а kai a > 1 ekvivalenti nelygybei f(x) > g(x) Kadangi t» 1, tai 5*» 5°. Iš čia x > 0. 
kai 0 <а < 1 ekvivalenti nelygybei f(x) < g(x) 


Ats.: (0; =). 


néra sprendiniu x e D(f) 


т>0;а> 1 f(x) < log,m f(x) > log,m 


m>0;:0<a<1 f(x) > log,m 
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35. Logaritminės nelygybės 


logx > m log. f(x) < m log f(x) > m 


log,x < m 


eed x>a" ү < a" f(x) > a" 
x20 f(x) > 0 
О<а<1 | х>а" f(x) > a" f(x) <a" 


f(x) » 0 


log,f(x) < log,g(x) log (f(x) < 109, ,9(х) 


каіа > 1 kai 0 <a < 1 nelygybė ekvivalenti 
nelygybė ekvivalenti nelygybė ekvivalenti sistemoms: 
sistemai sistemai h(x) » 1 h(x) > 0 
f(x) < g(x) До > g(x) 16 < g(x) ir 1 h(x) « 1 
f(x) > 0 g(x) > 0 f(x) > 0 f(x) > g(x) 
g(x) > 0 
Pvz.: 


Išspręskite nelygybes: 
1. log, (3x - 1) > 0. 
5 


Sprendimas. 
log: (Зх - 1) > log; 1 


Kadangi š < 1, tai duotoji nelygybë ekvivalenti sistemai 


3x-1<1, 
3x-1>0. 


-94- 


2. 109,(2* - 1)log,(2**7 - 2) < 2. 


Sprendimas. 
log,(2* - 1)*log,(2* 2* - 2) < 2, 
log,(2* - 1)* (Iog,(2: (2 - 1))) < 2, 
109,(2* - 1): (109,2 + log,(2* - 1)) < 2, 
log,(2* - 1)* (1 + log,(2* - 1)) < 2, 
Pažymime log,(2* - 1) = y. 
у(1.+у)<2, ў ty-2«0. 
Iš čia - 2 <у < 1. 
Tada - - < 199,2" : 1 us 2 Р E. < Б. 1) < log,2 = 
1 4 > 1094 < 109,2* < 109,3 


> log, < log,2* < 109,3 = log, i < x < 109,3. 


Ats.: (109,2; 109,3). 


3x-4 
` log:x sa 
2 
Sprendimas. 
Sprendžiame lygtį = 0. 


2 
Jos apibrėžimo sritis: x > 0; x = 1. 
4 


Skaitiklis lygus nuliui, kai x = 3: 


Pažymime taškus х = 1 ir x = + skaičių tiesėje. 


K er S po x 


0 1 


3 


Vadinasi, 0 < x < ;x» $. 


Ats. x e (0; 1) U ($ ; =). 
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Uzdaviniai. 
Išspręskite nelygybes: 
1. 109,(х2 - 4x + 3) < 1. 


Ats.: (- 1; 1) О (3; 5). 


Ed 
5 


x- 


2. 399/52) < 


Ats.: (1; 2). 
з. (d justam d 


Ats.: (1 - 15; - 1) U (3; N5 + 1). 


3x-1 


SE 


Ats.: (- œ; - 1,5) U (4; =). 


36. Trigonometrinés funkcijos 


Smailiojo kampo 


sina = TX 

: cosa = x 
Ñ іда = &, 

ctga = >, 

L-- = seca = +. 
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Bet kurio Катро 


TESTEN; 
sinc 7 >, 
sa = X 
cosa = >, 
= У 
00=— ; 
ctga = o . 


Trigonometrinis skritulys В = 1 


Pagrindinés tapatybés 


sin?a + cos? a = 1 


1 9у2-1:25:-21 _ 1 
cos?a 1 + са = sin?a ctga 7 tga 
. Sina (gs =-©95® tan xd 
cosa ctga = sino да ctga = 


Apibrėžimo Reikšmių Lyginumas 
sritis D(f) sritis 


(- œ; + оо) [- 1; 1] nelyginė 


(- œ; + со) [- 1; 1] lyginė 


х ES +nk,ke 2 (- оо; + со) nelyginė 


xžnk,ke Z 19 (- оо; + оо) nelyginé 
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37. Pagrindiniu kampu 
trigonometrines funkcijos 


о 0° 30° 45° 60° 90° 180° | 270°. 360° 
— — не НЕ 4— - = — -- 
о 0 r; 2 > Pp od эл 2л 
sino | 0 3 X 2 1 0 -1 0 
us M Б el | ЖИНИНЕ Ян харчин АШЫ 
coso| 1 5 2 1 0 53 0 1 
J — | =—1 
tga | O E 1 Үз | - 0 - 0 
a == 4 == L 4 — Ї + 
сідо | - ҮЗ 1 2 | 0 - 0 - 
3 ER = 
Trigonometrinių funkcijų ženklai 
sino COSQ tgo, ctgo 


у ^y y 
N. АЕ 
EUM X 14 


sinc ženklas sutampa su ordinatés Oy ženklu, o cosa reikšmės 


ženklas - su absicės Ox ženklu. 


ідо ir ctga ženklai yra teigiami, kai sino ir cosa ženklai vienodi ir 


neigiami, kai sina ir cosc ženklai priešingi. 


Periodiškumas 


Skaičius TÆ 0 vadinamas funkcijos f(x) periodu, jei f(x + T) = f(x), 
kur x e D(f). Mažiausioji teigiama T reikšmė, jei ji egzistuoja, vadinama 


pagrindiniu periodu. 
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Trigonometrinių funkcijų pagrindiniai periodai 


Sinuso ir kosinuso T = 2л; tangento ir kontangento Т = x. 
Vadinasi, sin(x + 27) = sinx. 

cos(x + 2n) = cosx. 

tg(x + 1) = tgx 

ctg(x + л) = ctgx. 


Pastaba: Periodas funkcijos, išreikštos kelių periodinių tolydžių 


funkcijų suma, lygus funkcijos dėmenų periodų bendram mažiausiam 
kartotiniui. 


Pvz.: 


1. Rasti funkcijos y = cos?6x - sin?6x + F trumpiausią periodą. 


Sprendimas. 
y = cos?6x - sin?6x + 3 =cos12x+ 5. 
[ME S 


соѕ12х = cos(12x + 2n) = cos(12(x + 2 )). 
T= 
Ав. 


2. Raskite funkcijos y = tg- * sin > + cos6x trumpiausią 


Sprendimas. 


tg% = tg + л) = tg( 5 (x + 2n)), T, = 2n 


sin% = sin(- + 2x) = sin(Ž (x + 4n)), T, = 4n 


cos3x = cos(3x + 2л) = cos(3(x + © )), T, = 


ВМК(2л; 4n; ) = 4n. 


Ats.: 4n. 
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Redukavimo formules 


1. Apskaičiuokite sin(- 405^). 


Sprendimas. 
sin(- 405?) = - sin405? = - ѕіп(360° + 45°) = - sin45° = - 


ю|б) 


$02 
Ats.: ыы EN 


2. Apskaičiuokite соѕ1575°. 


Sprendimas. 
соѕ1575° = cos(360*- 4 + 135°) = соѕ135° = cos(90° + 45°) = 
=- sin45° = - Z, 
„М2 
Ats.: um 
8 Зл 
3. Duota: sina = - 17, > <®<2т. 


Raskite cosa, tgo, ctgo. 


Sprendimas. 
cosa = + V 1- sina `, bet a iš IV ketvirčio, tai 


cosa = E = 
Cose = [225 


15 
COS0 = 17: 
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| 
{ 


c E 


ect eL 


12 13 у= 13 ·• Š sinx - 13. 


. sina 84.15 8.17. 8 
tga = cosa 017) 17 717 15 - 15: 
2 ИРТ 
ctga = ЫЕ 13 
gr is ПИО m eun, 2m2-5m+8 
4. Su kuriomis m reikšmėmis teisinga lygybė sino = — 2774 


фе [0; E] 


Sprendimas. 
sinO = 0, sin + =1 
2m? - 5m + 8 


О 4 21 


+ (m° + 4) > 0 
0 < 2m2 - 5т + 8 < m° + 4 


2m? - 5m + 8 > 0, 
2m? - 5m +8< m + 4. 


- visada teigiamas 


Sprendžiame sistemos antrąją nelygybę: 


-5m +4<0 Н К " 
(т-4(т-1)<0 ———7—— R 
m e [1; 4]. 
Gavome f m e (- =; + e) 
m e [1; 4] 
Ats.: m e [1; 4]. 


5. Nustatykite funkcijos y = 5sinx - 12cosx reikšmių sritį. 


Sprendimas. 
Pertvarkome taip, kad gautume formulę 
sin(x - B) = sinacosp - sinBcoso 


А 12 5 
Sino = Банн = 13: 


= 1305, 135!ПХ - lu cosx) = 13(cosasinx - ѕіпосоѕх) = 
= 1 


= 3sin(x - о) 


E(y) = [- 13; 13]. 
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6. Parodyti, kad parabolė y = x° -x + 5,35 nekerta funkcijos 
y = 2sinx + 3 grafiko. 


Sprendimas. 

1. Funkcijos y = x? - x + 5,35 grafikas yra parabolė, kurios šakos 
nukreiptos į viršų. Ši funkcija įgyja mažiausią reikšmę viršūnėje, t.y. taške 
X, = 0,5, y, = y, = 5,1. E(y) = [5,1; +). 

2. Rasime ir funkcijos y = 2sinx + 3 reikšmių sritį. 

- 1.< sinx < 1, tai - 2 < 2sinx < 2, o 1< 2sinx + 3 < 5, 
ty. E(y) = [1 5]. у „= 5. 
Iš reikšmių sričių aišku, kad funkcijų grafikai neturi bendrų taškų. 


38. Sudėties formulės 


cos(x + y) = cosx» cosy - sinx-siny 
cos(x - y) = соѕх. cosy + sinx «siny 
sin(x + y) = sinx -cosy + cosx -siny 
sin(x - y) = ѕіпх .соѕу - cosx.siny 


_ tgx + іду n 28, 
tg(x + y) = бу QX #-—5-+ mn, у # >+ лп, 


х+уя + mneZ 


_ үү 19х - tgy T x : 
ic Mo. og ato 2 Mna Энн 


х-у#5. + лп, пе 2 


Dvigubo kampo formulės 


COS2X = cos*x - sin?x 
соѕ2х = 2cos?x - 1 
cos2x = 1 - 2sin?x 
sin2x = 2sinxcosx 


2tgx 


tg2x = Т9 


хяр + лп, пе 2. 
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39. Sinuso ir kosinuso laipsniai 
2cos?x = 1 + cos2x 
2sin?x = 1 - cos2x 


(sinx + cosx)? = 1 + sin2x 


Pusés kampo formulés 


х _ sinx — 1-cosx 
tg 5 1 + созх ^ sm > ХУЛК, Кє 2 


40. Trigonometriniu funkciju sumos 
keitimas sandauga 


COSX + соѕу = 2cos LM cos JY 
cosx - cosy = - 2sin X * Y sin X-Y 
2 2 
sinx + siny = 2sin X * Y cos X-Y 
2 2 
sinx - siny = 2sin 7 cos X * y, 


tgx + {ду = sin(x + y) 


COSX* созу 


tgx - tgy = sin(x - y) 


COSX* созу 


41. Trigonometriniu funkciju sandaugos 
keitimas suma 
cosx.» cosy =— (cos(x - y) + cos(x + y)) 
sinx» siny = > (cos(x - y) - cos(x + y)) 


sinx- cosy = + (sin(x + y) + sin(x - y)) 
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Pvz.: Uzdaviniai. 


1. Įrodykite tapatybę (sina - cosa)? = 1 - ѕіп20. Įrodykite tapatybes: 
. 2sina - 25іп20 
Sprendimas. 2sina + sinža = {9 А . 


Pertvarkome kairiaja lygybés puse: 
(sina - cosa)? = sin?a - 25іпосоѕо + cos?a = 


А : : in? Seniai. 
= sin?a + соѕ20 - 2sinacosa = 1 - ѕіп20. sin?(a + B) - sinč(a - p) 


: = 4 { 
Lygybės kairiosios ir dešiniosios pusių reiškiniai sutapo. ӨӨРӨӨР cososinp: 
2. |rodykite tapatybę e - 490) -— + ідо) = 2cos?a - сов20. V TM RanEAAROZ a 
Е Cosa cosa B 3. /0,5 - 0,5v0,5 + 0,5c0s20 = COS 5 , kai л < 20 < 2л. 


Sprendimas. 


Ии 42. Trigonometriniu funkciju grafikai 
(edi ) 1 + ідо) = 1 - taa. = 1 Sina _ 1-simo _ 
cosa ` 9% е6 go cosa" 9 cos?a cosa ^ cosa 


= cosa _ 1 ! 
cos?a 


Pertvarkome dešiniąją lygybės pusę: 

2cos?a - cos2a = 2cos?a - (cos?a - sinža) = 2cos?a - со$? + 
+ sin?a = cos?a + sinža = 1. 

Gavome, kad kairioji ir dešinioji lygybės pusės lygios 1. 
Vadinasi, tapatybė įrodyta. 


; т _ 1+ ѕіп20 
3. Įrodykite tapatybę tg( 7+ о) = —s2 · лра а 
Sprendimas. | ИРЕТИ А р 
Įrodysime, kad 1002 + о) - 12-80: = 0, | 43. Atvirkštinės trigonometrinės funkcijos 
148820 sin( +a) 1 + sin2a _ | arcsinx = -1.7 : — 
сар. Nr s LEO "eoa = mx-y(yeb 7 :2-1, Xe [-1; 1] kur siny = x). 
= sing созо + cos а sina _ 19520 - arccosx = 0: 4. t 
cos Ž cosa - sin 7 sina. cos?a - sina у (ye [0; 7], xe [-1; 1], kur cosy = x). 
127 v2 . 
= ^ cosa + 7 sine | 1 + sin2a Е агсідх = LE ба ed - 
EA cosa -Z sina (cosa - sina)(cosa + sina) | 9 y(ye( 2'2 ), хє (- =; + e), kur tgy = x). 
arcctgx = y € О; л), х - oo! +оо = 
- УТ (cosa + sina) | 1 + sin2a (ye ( ), хє (- =; ), kur ctgy x). 
X (cosa - sina) (cosa - sina)(coso. + sino) arcsin(- a) = - arcsina, arccos(- a) = x - arccosa 
5 cos?a. + 2соѕоѕіпо. + sin?a - 1 - 5120. ` 
елеч) arctg(- a) = - arctga, arcctg(- a) = л - arcctga. 
= 1+ 5іп20- 1 - 25іп20 _ 0 2 
cos?a - sin?a cos2a 
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Pvz.: 

arcsin(- 1) = -5 arccos(- 1) = x 

агсѕіпо = 0 arccos 0 = 

arcsin1 => arccos1 = 0 
arctg(- 1) 5-2 arcctg(- 1) = - 37 
arctg0 = 0 arcctg0 =5- 
arctg1 7 arcctg1 = + 

Pvz.: 


1. Raskite x, jei Zinoma, kad - 1, x + 2, sin(arcsinx) šia tvarka 
sudaro geometrine progresija. 


Sprendimas. 


Kadangi sin(arcsinx) = x, kur - 1.« x < 1, tai gausime geometrinę 
progresiją - 1, x + 2, x. 


Vadinasi, - 1+x = (х + 2}, х2 + 5х +4 = 0, х = 1, х= - 4 (х= - 4 
netenkina sąlygos - 1.< x < 1). 
Ats.: - 1. 


2. Raskite y = arccos(2 - 5 ) apibrėžimo sritį. 


Sprendimas. 


Ats.: x < [2; 6]. 
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44. Trigonometrinės lygtys 


sinx = a, |a|< 1 
x = (-1yarcsina + nn, ne Z 


sinx = 0 
-mnn,neZ 


sinx = 1 
= 5+ 2mn, n e Z 


соѕх = а 
X = + arccosa + 2лп, п є Z 


соѕх = 0 
х= 5+ лп, пе 2 
cosx = 1 


x-2nn,neZ 


tgx = a 
х = агсіда + лп, ne Z 
tgx = 0 


x=nn, nez 


45. Trigonometriniu lygčių 
sprendimo metodai 


Lygtys, sprendziamos gaunant vieno argumento 
trigonometrines funkcijas 


1. 5їп?х + 4cosx = 2,75 


1 - cos?x + 4cosx = 2,75 
cosx = t; |t. 1 
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tgx + 3ctgx = 4 


x = arctg3 + nk, ke Z 


Homogeninės trigonometrinės lygtys 


2sinxcos - cos?x = 0 

cosx(2sinx - cosx) = 0 

cosx = 0 arba 2sinx - cosx = O 

x= Ž+ лп, пе 2 Lygties cosx = 0 šaknys 
netenkina šios lygties, todėl abi 


lygties puses dalijame iš cosx ғ 0: 


2tgx - 1 = 0, 
2223 
tgx = > 
x = arctg ++n,n e Z 


5sin2x + sinxcosx - 2cos?x = 2 
5sin2x + sinxcosx - 2cos2x = 2sin2x + 2cos?x 
3sin?x + sinxcosx - 4cos?x = 0 


Abi lygties puses daliname iš cos?x: 

3tg2x + tgx - 4 = 0 

tgx = 1; tgx = - +. 

х= + лп, než 
= - arctg vt nk ke Z 


Skaidymas dauginamaisiais 


ѕіп4х =3с052х 
2sin2xcos2x = 3cos2x 
2sin2xcos2x - 3cos2x = 0 
cos2x(2sin2x - 3) 50 
bees = 0 
2sin2x -3 = 0 
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peat ed 
sin2x -4 > 1. 


х 


n 


4 — T 
Ats.:x=>+ ke Z 


Pvz.: 


1. Išspręskite lygtį 3sin6x - V37 cos3x = 0. 


Sprendimas. 


3: 2sin3xcos3x - V37 cos3x = 0 
cos3x(6sin3x - V37 ) = 0 


cos3x = 0, Зх =+ лп, ne Z arba 6sin3x - 437 = 0, sin3x = 


x=#+ ne Z. Gautoji lygtis neturi sprendinių, 


nes SP ya 


2. Išspręskite lygtį sin?x + Зх2соѕх + 3x? = 0. 


Sprendimas. 

(1 - cos?x) + Зх2(соѕх + 1) = 0 

(1 - cosx)(1 + cosx) + 3х2(1 + cosx) = 0 

(1 + cosx)(1 - соѕх + 3х2) = 0 

1*cosx-0 arba 1 - cosx +3x2 = 0 

cosx 5-1 2sin2 + + 3х2 = 0 

=m +2rk,k e 2 Lygtis ekvivalenti sistemai 

Ѕіп = 0 
3х2 = 0 


‚лел 
х=0 


= 142 
x=0 


x = 0. 


Ats.:x-mn*2nk Кє Z, x = 0. 
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3. Išspręskite lygtį sinx + sin9x = 2. 


Sprendimas. 
Kadangi |sino|< 1, tai duotoji lygtis ekvivalenti sistemai: 


2. 51, 
sin9x = 1. 


Sprendžiame lygtį sinx = 1; 
x=+2m,ne Z. 
Vadinasi, tiks tos x reikšmės, su kuriomis teisinga lygybė 
sin(9(5 + 2лп)) = 1, пе Z 
НЯРД 91 A T a E 
sin(- + 18nn) = sin(4n + 5 + 2nn-9) = sin 5 = 1. 
Kai => + 2nn, n e Z, gavome teisingą lygybę sin9x = 1. 


Ats.: x = + 2nn, ne 2. 


Uzdaviniai. 
Išspręskite lygtis: 
1. 2sinž cos% = sin > : 


2. Raskite m reikšmių aibę, su kuriomis lygtis cos3x = 2m + 7 


turi sprendinius. 


3. 3sinž(x -3 ) = cos(x - 5 ). 
4. 4 sin?x + 8sinxcosx + 10cos*x = 3. 
5. 1 + 2cosx + cosx = cos?45° + 51021352. 


6. 3sin?x - 2sin2x + 5cos?x = 4log,tg60“. 


7. Raskite lygties 1 + sin2x = (sin3x + cos3x) sprendinių suma, 
kai x e [- 


т.т 
241 
Ats.: 0. 
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8. Išspręskite lygčių sistemą: 


a) 1 b) х+у= 2л 
ѕіпх• siny = >. tgx + іду = 2v3' 


Ав: а) х = (2 + Зп) =, у = (2 - Зп) Z, пе Z. 
b) x = 2+ лп, у 


46. Trigonometriniu nelygybiu sprendimas 
naudojantis grafikais 


Sprendžiant trigonometrines nelygybes patogu naudotis grafikais. 


Pvz.: 


1. I$spreskite nelygybe sin x « E : 


Sprendimas: 
Brėžiame funkcijų y = sinx ir y = grafikus. 


2 у 
е = — јь 41 
Zo м, 
Tr л 5 
6 Ай ӨГ B - = : 


" : | 1 
Iš lygties sinx = + randame grafikų susikirtimo taškų abscises. 
х = (- 1) + zn, пе Z. 


Duotos nelygybės sprendimai bus tos x reikšmės, su kuriomis 


funkcijos y = sinx grafikas yra žemiau tiesės y =a 


Ats.: (27 + 2лп;13® + 27n), n e Z. 


6 
2. Įrodykite, nelygybę cosx < 1 + --1-- 
2-sinx ` 
Įrodymas. 
1 1 
1 Жесс > 1 + z > СО5Х. 
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3. Išspręskite lygtį sin5x - 2cos2x = 3. 
Sprendimas. 


Kadangi sin5x < 1, - cos2x < 1, tai kairioji pusė lygi 3, jei 
2 = 1, 
cos2x = - 1 
Išspręskime vieną iš lygčių, po to išrinksime i$ gautuju x reikšmių 
tas, kurios tenkina ir kitą lygtį: 
cos2x = - 1. 
2x = n + 2nk, 


T 
= — + 
x= nk. 


Tada sin5x = sin GE + блк) = sin( 57 *nk) = sin(2n #9: + nk) = 


2 
= sin( + nk). 


Vadinasi, kai k = 2n, tai sin(Z- + 2nn) = 5115 = 1. 


Ats.: + *2nn,ne Z. 


4. Išspręskite lygčių sistemą: f 2x - sinx = 2y - siny, 
x + 2у = 9. 
Sprendimas. 
Kairéje pirmosios lygties puséje уга funkcija f(x) = 2x - sinx, o 
dešinėje - f(y) = 2y - siny. 

f(x) = 2 - cosx 

f(x) > 0, tai f(x) didėjanti. 
Todėl lygtis turi vieną sprendinį 

f(x) = f(y), kai x = y. 


Tada 3х-9 
x = 3. 
Ats.: (3; 3). 
5. Išspręskite nelygybę Nsin2x - sinx + T4 H . 
Sprendimas. 


—— 


AEA 
Ү(віпх - >) < = 


|sinx г 


n 
2nn < x < 7*2mn ne 2. 


Ats.: x € [2nn; 7. + 2nn], n e Z. 


Uzdaviniai. 


Išspręskite nelygybes: 


m 


2 42 
9 — X < = — 
1.sinzx< Ps 


Ats.: (8n - 3)2 п.< x < (8n - 1) эт, ne 2. 
1 
2. cosx « >. 
Ats.: (бп + 1)5 < x (бп + 5) 5 пе 2. 
1 
3. |cosx| > > . 


Ats.: -3 +лп<х<-—+лп,пє Z. 


4. Raskite funkcijos y = V4cos?x - 3' apibrėžimo sritį. 
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47. Išvestinė 


Funkcijos y išvestinė taške x, vadinama funkcijos pokyčio Ay = 
= f(x, + Ax) - f(x.) santykio su argumento pokyčiu Ax riba, kai argumento 
pokytis Ax artėja prie nulio. 


f(x,) = lim 1002 49-14) 


Ax30 


48. Kreivės liestinės lygtis 
М, (х, yo) - lietimosi taškas. 
f(x,) = tga. 


Kreivės y = f(x) liestinės taške M,(x,; Y) lygtis 
y = y, + Р(х,)(х - x). 


49. Diferencijavimas 
Tam, kad funkcija būtų diferencijuojama (turėtų išvestinę) taške 


х,, būtina (bet nepakanka), kad ji būtų netrüki tame taške (t.y. Af(x) = f(x)- 
- f(x.) > 0). 


- 114 - 


Išvestinių lentelė Pvz.: 


С' = 0, С є К (pastovus dydis) 5-20 
х'= 1, хє К 
' 1 
(6) = кес, ke Rx» 0 (Ху = (кї = peine 


(cosx) = - sinx, хє R 
(sinx) = n XeR 


(ах) = ==. ха tak, ke 2 


(ctgx)' = 
(Inx) = — , Xe (0; + =) 
(log,x) = EE „Xe (0; + >) 


(е) = ех, хє К 
(ах) = аХпа, хє R 


50. Sudėtinės funkcijos išvestinė 


булаан ((1 - 2x) = 3(1 - 2x}. (1 - 2х) = 


= 3(1 - 2х)2.(- 2) = - 6(1 - 2x} 


(cosu)' = - sinu •и' (cosnx) = - sinnx «(1x)' = - sinmx + = 


= - т5їплх 


(504) = cosu .u' (sin 2 ) = 2sin х. (sin y- 


(tgu) = 2y u (022х) = 3tg22x + 2х) = 


22 ( 


= 6tg?2x 
со522х 


(ctgu) =- _2—.и' 


(ctg(N2 x) = - 


427 
5їп?ү2 x 


1 ' 
šin2V2 “ (72 х) š 
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(Inu) = Ç ` u' (п\2х = Z=: (02: x y = 
23 i i 
m vx nd 2x | 
C ы 9 ын 1 гэн 
(log,u) = una t (og NX) = -ir OX) -m EC | 
=— 
^ 2xIn3 


(e) = ew 


+ 


(e y = e* (х2) = e“. 2x = 2xe* | 


(ач)! = а“палц 


(32) = 3?x 4 In3. (2х) = 2In3 : 3 


Pastaba: u = u(x) 


51. Diferencijavimo taisyklés 


(u + y = u' + v 


(sin3x + x2)' = 3cos3x + 2x 


(usv) 2u*v +UV 


Išvada: (c+: ч) = си 


1) (к. e*) = (х2). e* + x2 (e°) = 
= 2х 6“ + x? .е% 4 = 2xe“ + 4х?е* 


2) (3соѕ2х)' = - 3sin2x • 2 = - бѕіп2х 


Пээ "T 4-Xu. (4 - х)'*5х - (4 - x) (Sx) 2 
(75 DEC) 25x: 

_ -1+5х-(4-х)#5 _ 

2 25x T 

= -5x-20*5x 2-4 

Е 25x? 5x 


24. (х) 2x х 
20 ye. “2 
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52. Išvestinės mechaninė prasmė 


Sakykime, s = s(t), tada 
v = v(t) 7s'(t). 
Greitis - kelio išvestinė pagal laiką. 
a = alt) = v(t) = s'(t). 
Pagreitis - greičio išvestinė pagal 
laiką (antroji kelio išvestinė pagal 


laiką). 


Pvz. 
Kūnas juda tiese taip, kad atstumas 
S(t) nuo pradžios taško kinta pagal 
dėsnį s = 12t - 3€, kur t - judėjimo 
laikas sekundėmis. Po kiek 
sekundžių nuo judėjimo pradžios 
kūnas sustos? 


Sprendimas. 
v(t) = $ = (12t - 3?)' = 12 - 6t. 
v(t) x0; 12 - 6t = 0; t = 2. 


Ats.: po 2 sekundžių. 


Antrosios išvestinės mechaninė prasmė 


Tiesiaeigio kūno judėjimo duotuoju laiko momentu pagreitis yra 
antroji kelio išvestinė pagal laiką, t.y., jei s = f(t), tai a = s". 
Antrąja funkcijos y = f(x) išvestine vadinama jos išvestinės išvestinė 


ir žymima y"; y" (x). 


53. Funkcijos tyrimas išvestinės pagalba. 
Funkcijos monotoniškumo intervalai 


Jei f(x) > O intervale (a; b), tai f(x) 
didėja intervale (a; b). 


Jei ta pati funkcija f(x) netrūki 
intervale [a; b], tai f(x) didėja 
intervale [a; b] 


Jei f(x) < O intervale (a; b), tai f(x) 
mažėja intervale (a; b) 


Jei ta pati funkcija f(x) netrūki 
intervale [a; b], tai f(x) mažėja 
intervale [a; b] 


Pvz: 
f(x) = х2 - 8х + 2 
Р(х) = 2х - 8 > 0, kai x > 4 > f(x) 
didėja intervale [4; + <<) 


Pvz.: 
f(x) = Ү-х. 
f(x) == AT «0,kaix «0 > 


f(x) mažėja intervale (- <=; 0]. 
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Funkcijos kritiniai taškai | 


Funkcijos apibrėžimo srities vidiniai taškai, kuriuose išvestinė lygi | 
nuliui arba neegzistuoja, vadinami funkcijos kritiniais taškais. 


Pvz.: 


Raskite funkcijos kritinius taškus: 


)y2WX . 
Sprendimas. 
Y "K 


Išvestinė neegzistuoja taške x = 0, bet jis nėra apibrėžimo srities 
vidinis taškas, todėl funkcija neturi kritinių taškų. 


Ats.: Nėra kritinių taškų. 
2.у=х?-х 


Sprendimas. 


1 


у'=2х-1=0 > х=. 


ж] 
Ats.: = š 


54. Ekstremumai ' 


f(x) = 0, kai x < X, tai f(x) > 0; kai 
x > x, tai f(x) < 0. 


y 


f(x) = 0, kai x < x, tai f(x) < 0, kai 
x > X, tai f(x) > 0 


y 


min 
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Vadinasi, norint rasti funkcijos ekstremumus intervale (a; b), reikia 
rasti lygties Г(х) = 0 Saknis. 

Sakykime, kad šaknys с,, с,, ..., с. 

Nustatome išvestinės Р(х) ženklus kiekviename intervale (a; c,), 
(©; ©), «s (62 b). 

Jei pereinant vieną tų taškų, sakykime, c, išvestinė keičia ženklą 
iš (-) į (+), tai tame taške funkcija turi minimumą, jei iš (+) į (-) - tai 
maksimumą. 


Antras būdas. 

Sakykime, c,, c,, ..., c, - lygties Р(х) = 0 šaknys. Randame antrąją 
išvestinę f"(x) ir nustatome jos ženklą su kiekviena с,, с,, ..., c, reikšme. 

Jei, pavyzdžiui, (с) < 0, tai tame taške turi maksimumą, jei 
f'(c) > 0 - tai minimumą. 


Pastaba. 
Jei f"(c) = 0, tai antruoju būdu rasti funkcijos ekstremumo taške c, 
negalima. 


Pvz.: 


1. Raskite funkcijos f(x) = 2x3 - 3x2 - 1 
monotoniškumo intervalus. 


ekstremumus ir 


Sprendimas. 
D(f(x)) = R. 
f(x) = 6х2 - 6x = 6x(x - 1). 
f(x) = 0, kai x 20; х = 1. 


o ~Á NS X 
max min 


f(x) didėja intervaluose (- «<; 0) ir (1; + ee). 
f(x) mazéja intervale (0; 1). 
0 - maksimumo taškas, 1 - minimumo taškas. 
f4(0 7-1:£,(1)22-3-12-2. 
Ats.: f(x) didėja intervaluose (- <<; 0) ir (1; + оо), mažėja intervale 
(0: 1; (1) = - 2: f. (0) = ~ 1. 
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2. Raskite funkcijos f(x) = x + T monotoniškumo intervalus ir 
ekstremumus. 


Sprendimas. 
D(f(x)) = (- =; 0) U (0; =). 
х) =1- 1 


f(x) = 0, kai x = 1 ir x = - 1. 


E - + 
+ SM o . —»x 
A-1540. 1 2 
max trūkio min 
taškas 


f(x) didėja intervaluose (-«e; - 1) ir (1; с). 
f(x) mažėja intervaluose (- 1; 0) ir (0; 1). 

Ба = 2; 1559 = 2. 

Ats.: f(x) didėja intervaluose (- =; - 1) ir (1; х); f(x) mazéja 
intervaluose (- 1; 0) ir (0; 1); - 1 - maksimumo taškas, 1 - minimumo taškas; 
faal 1) = -2; (1) = 2. 

3. Raskite funkcijos y = 5x? - 3x5 didėjimo, mažėjimo intervalus ir 
ekstremumus. 


Sprendimas. 
D(y) = (- =; =). 
y' = 15x? - 15x* = 15x2(1 - х)(1 + x) 
у = 0, каіх = 0; х = 1; х = - 1. 
Funkcijos y kritiniai taškai skaičių ašį padalija į 4 intervalus: 


m max 


in 
Ч -1 M 1 Lx 


Randame išvestinės ženklą pirmame iš kairės intervale: 
у(- 2) = 15(- 2(1 + 2)(1 - 2) < 0 
Vadinasi, funkcija y mažėja intervaluose (- о; - 1) ir (1; оо), o didėja 
intervaluose (- 1; 0) ir (0; 1). 
y, 1) = 5(- 1) - 3(- 15 =-5 +3 = - 2 
y. @ (1) = 5 13 - 3.15 = 2. 


Ats.: y .(- 1) = - 2; y, (1) = 2; funkcija didėja intervaluose (- 1; 0) 
ir (0; 1); funkcija mažėja intervaluose (- =; - 1) ir (1; о). 
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55. Didžiausia їг mažiausia funkcijos 
reikšmė intervale 


Didžiausia (mažiausia) funkcijos reikšme intervale / 
vadinamas toks skaičius M(m), kuriam egzistuoja x, e / toks, kad 
f(x.) = M, (f(x,) = m), M > f(x) (m < f(x)) visiems x iš intervalo £. 


Didžiausios ir mažiausios funkcijos, netrūkios intervale 
[a; b], reikšmių ieškojimas intervale [a; b] 


1. Reikia rasti f(a) ir f(b) - funkcijų reikšmes intervalo galuose. 

2. Reikia rasti funkcijos kritinius taškus intervalo (a; b) viduje (t.y. 
intervale (a; b)). 

3. Reikia rasti funkcijos reikšmes kritiniuose taškuose. 

4. Iš visų gautų reikšmių reikia išrinkti didžiausią ir mažiausią. Jos 
ir bus didžiausia ir mažiausia funkcijos reikšmė intervale [a; b]. 


Pvz.: 


1. Raskite mažiausią funkcijos f(x) = 3x? + 18x + 7 reikšmę 
intervale [- 5; - 1]. 
Sprendimas. 
f(x) = 6x + 18. 
Р(х) = 0; бх + 18 = 0; x = - 3. 
f(- 5) = - 8; {- 1) = - 8; f(- 3) = - 20 - mažiausia reikšmė. 


Ats.: minf(x) = f(- 3) = - 20. 
[-5;- 1] 


2. | R spindulio pusskritulį įbrėžkite didžiausio ploto stačiakampį 
taip, kad dvi viršūnės būtų ant apskritimo, o kitos dvi ant skersmens. 


Sprendimas. 
B —.c Pažymime: 
AB = x 
k X ^m.» 
A 0 YD 


Тада S = 2xy = 2xNR? - X , nes у -NR? - х2. 
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S = 2NRAe - x* , x e (0; R). 56. Išvestinių taikymas sprendžiant 
Randame funkcijos f(x) = R?x? - х* maksimumą intervale (0; R): pair: х НЭР 
f(x) = 2R2x - Ах = 2x(R2 - 252) ivairius uzdavinius 


f(x) = 0, kai x = (x e (0; R)). Pvz.: 
== = сс, 1. Su kuriomis c reikšmėmis parabolės y = х2 - 6x + с viršūnė 
A + `> yra nutolusi nuo koordinačių pradžios per 5 vienetus? 


Sprendimas. 


Kai = К, tai stačiakampio plotas didžiausias. IA ear c „ 
dg ; | рор саах Randame parabolės viršūnės taško A 


koordinates 


R. 
Ats.: 187 вү2. уз 
3. Raskite funkcijos y = sinx - ҮЗ cosx ekstremumus intervale 2x SE А 0, 
PN —x —y.-8-6-34c-c-9. 
Sprendimas. x 
D(y) = R. 
(У) T. Vadinasi, A(3; c - 9). 
y' = cosx + V3 sinx, I 
cosx + УЗ sinx = 0 | - 6OSX Žinodami, kad atstumas OA lygus 5, sudarome lygtį: 
1 + ҮЗЧдх = 0 | 3? + (c - 9) = 5 
' | (c - 9} = 16 
tgx 23 c-9=4 афа c-9=-4 
x-- Liam те Z c = 13; c = 5. 
Ats.: 5; 13. 


Kaim=1,x= Ž,me 2. 


2. Tiesė у = 6x- 7 liečia parabole y = x? + bx + c taške A(2; 5). 


5 T È š 5r A š š š 
Tik vienintelis taškas x = — priklauso duotajam intervalui (0: л]. | ) . 
6 P J 00: 1] Parašykite parabolės lygtį. 


max 

TERN. MA a Sprendimas. 

0 5n T 
y(s)»0 Uzas 
У(5-) «0 у'=2.2+Ь 

Vadinasi, duotoji funkcija taške x = = įgyja maksimumą. зайн = 6 
51 < 

Улак (25) = sin 27 - ҮЗ соѕ2" = sin 2 + УЗ. cos7 = Ре 


= 1.1303 22 i 
5 2 3) Kadangi parabolė eina per tašką А(2: 5), tai: 
5л , 5=2°+2.2 +c. 


Ats.: y... = 2, kai X --6-. 
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Iš čia c = - 3. 
Vadinasi, y = X? + 2x - 3. 


Ats.: y = х2 + 2х - 3. 

: : А Ы 1. PE Les 
3, Raskite trumpiausią atstumą nuo taško M(-7; 1) iki kreivės 
Sprendimas. 
Sakykime, kad tas kreivės taškas yra М(х; x? + 3). 
(к) = IMN P = (x - 2) + 09- 27 
f(x) = 2(x -1-) + 202 - 3)-2x = 2x - + + 46 - 2x = 46 - 5. 
f(x) = 0, Каі 4х2 -$4 =0,x= +. 

- + 


———.—————— 
1 X 


2 
E 
= 2 


Xmin 
: 1 1 1 1 1 1 1". 1 


„ 1 
Ats.: N2 


4. Raskite taškus, kuriuose funkcijos y = 
krypties koeficientu - 1 kerta abscisių ašį. 


Sprendimas. 


Duota sąlygoje y' = - 1, todėl - NET 2-1: (x -3)2 = 4 
x, = 1; x, = 5. 


Kai lietimosi taško abscisé x = 1, tai y(1) = - 1; y'(1) = - 1 ir 
liestinės lygtis: у = - 1 - 1(х - 1), ty. y = - x. 

Kai lietimosi taško abscicė x = 5, tai y(5) = 3, у'(5) =- 1 irliestinės 
lygtis: y=3-(x-5,ty.y=-x + 8. 

Liestinės kerta abscisiu ašį tada, kai y = 0, t.y. taškuose (0; 0); (8; 0). 


Ats.: (0; 0); (8; 0). 
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5. Turime funkciją y = — „Raskite susikirtimo su koordinačių 
ašimis taškus tų liestinių, kurių krypties koeficientas 4. 


Sprendimas. 
Y = +17 


Domina tos liestinės, kurių k = 4. 


Žinome, kad k = y'(x,). Vadinasi, | =4, (x, + 1) = 


4 
P (x, + 1X 


Nom Rt 


a) x, = 0, y(0) = - 2, y (0) = 
Liestinės lygtis: y = - 2 + 4(х - 0) = 4х - 2. 
Ji kirs Ox ašį taške (0,5; 0), o Oy ašį - (0; - 2). 


b) x, = - 2, у(- 2) = 6, y(- 2) = 

Liestinės lygtis: y = 4x + 14. 
Ji kirs Ox ašį taške (-3,5; 0), o Oy ašį - (0; 14). 
Ats.: (0,5; 0); (0; - 2); (- 3,5; 0); (0; 14). 


6. Raskite funkcijų y = x? ir y = х? grafikų bendrų liestinių lygtis. 


Sprendimas. 
Sakykime, kad antrosios funkcijos y = x? grafiko taške (t; t?) 
liestinės lygtis yra y = ť + 3t(x - t), 
y = ЗЁх - 20. 


Ta tiesė turi liesti funkcijos y = x? grafika. 
Todėl x? = 3t?x - 20, t.y. x? - 3?x + 26 = 0. 


D=0 
9t - 88 = 0 
t=0;t= 2. 


Vadinasi, bendruju liestiniu lygtys yra: 


s 64 512. 
y=Oir y=3 т - 2: T29 
_ 64, 1024 
y 27X- 7290 
= 95, _ 1024 
Ats.: y = 0; у = 729 
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7. Valtis M уга 3 km atstumu nuo artimiausio kranto taško A. Valties 
keleivis nori pasiekti kranto tašką B, esantį 5 km atstumu nuo A. Valtis 
plaukia 4 km / val. greičiu, o keleivis, išlipęs iš valties, eina 5 km / val. 
greičiu. | kokį kranto tašką turi išplaukti valtis, kad keleivis pasiektų B per 
trumpiausią laiką? 


B 
Sprendimas. e 


M 
Sakykime, kad valtis M turi išplaukti į kranto tašką O. Tada laikas t, 
per kurį valtis pasieks B, bus lygus: 


_ VAM? + АО? |) ОВ | 
t- T T 


2 
Pažymime AO = x, tada OB=5-x irt= 2p 55. 


x 1 


(х) = 2х EE ИН ны 
442/9-х7 5 4V9+x7 5: 
= 0, ty. 449 + x? = 5x; 


П - "КИРИ NES 
(х) 50, kai 23:32 US 


16(9 + х2) = 25х2, 
9x? = 9 46. 


t(3) < 0, t'(5) > 0. 
Vadinasi, valtis M turi išplaukti į kranto tašką O, esantį 4 km atstumu 
nuo taško A. 
Ats.: | tašką, esantį 4 km atstumu nuo taško A. 


8. Raskite duotosios funkcijos f(x) = 2Inx - x? didėjimo, mažėjimo 
intervalus ir ekstremumus. 
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Sprendimas. 
Duotosios funkcijos apibrėžimo sritis: (0; + оо). 


Randame funkcijos išvestinę: f(x) = С 2х. 


Randame kritinius taškus: 


2 

x -2x=0|:x 
2-2х2 = 0 

х2 = 1 

x = - 1; X, = 


y, (1) = 2101 - 12=2:0-1=- 1. 


Vadinasi, intervale (0; 1) funkcija didėja, intervale (1; еэ) 
funkcija mažėja ir y (1) = - 1. 


тах 


Ats.: intervale (0; 1) funkcija didėja, intervale (1; <<) funkcija 
mažėja, y. (1) 5-1. 


max 


Uždaviniai. 

1. Su kuria parametro a reikšme funkcijos f(x) = a - x? liestinė 
atkerta pirmame ketvirtyje nuo koordinatinio kampo lygiašonį trikampį, kurio 
plotas 2-7? 

32 


«.9 
Ats.: 32 · 
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2. Duota funkcija y = ax? + bx + c. 
1) Užrašykite funkcijos lygtį, jei jos grafikas eina per taškus 
A(- 2; 3), B(- 1; 1), D(2; 7). 
2) Užrašykite liestinių, einančių per parabolės 
a) viršūnę ir b) per tašką E(2; 7), lygtis. 
3) Kur turi būti taškas C (tarp B ir D), kad keturkampio ABCD 


plotas būtų didžiausias? 


Ats.: 1) у= х2 +х + 1 


2)а)у= - 5; ЫЬ) у = 5х - 3 


3) (32:12) 


57. Pirmykste funkcija ir 
neapibrėžtinis integralas 


Funkcija F(x) vadinama pirmykšte 
funkcija funkcijos f(x) intervale /, jei 
visiems x iš intervalo F'(x) = f(x) 


Visų pirmykščių funkcijų aibė 
vadinama neapibrėžtiniu integralu ir 
žymima [f(x)dx. 


Jei F(x) - viena iš funkcijos 
pirmykščių funkcijų intervale 4, tai 
F(x) + C yra bet kuri pirmykštė 
funkcija funkcijos f(x). 


1 


f f(x)dx = F(x) + C, C e R. 


Pirmykščių funkcijų savybės 


Jei funkcijos f,(x) pirmykštė yra 
F (x), o funkcijos f(x) pirmykštė yra 
F(x), tai funkcijos f,(x) + f,(x) 
pirmykštė уга Е (х) + F.(x). 


Pvz.: 


1) Įrodykite, kad funkcija 
F(x) = 4 sin2x + x 
yra pirmykštė funkcija funkcijos 
f(x) = 1 + cos2x realiųjų 
skaičių aibėje. 
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Jei funkcijos f(x) pirmykštė yra F(x), 
o k - pastovus dydis, tai funkcijos 
kf(x) pirmykštė yra kF(x). 


Jei funkcijos f(x) pirmykštė yra F(x), 

o kir b - pastovieji dydžiai, tai 

funkcijos f(kx + b) pirmykštė yra 
x F(kx + b). 


Įrodymas. 
F(x) = + соѕ2х. 2 + 1 = 
= 1 + соѕ2х = f(x) 


Gautoji lygybé teisinga su 
visomis realiomis x reikšmėmis. 


2) Raskite pirmykštę funkciją 
funkcijos f(x) = 3x - 5, kurios 
grafikas eina per tašką (4; 10). 

Sprendimas. 

F(x) = 3É- 5x + C. 
Grafikas ieškomos pirmykštės 
funkcijos F(x) eina per tašką (4; 10), 
vadinasi, F(4) = 10; 
2.47-54+C=10, 

С = 10 - 24 + 20 = 6. 


F(x) = 3- х2 - 5x + 6. 


Ats.: F(x) = 2х2 - 5х + 6. 
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58. Pirmykščių funkcijų lentelė Pagrindinės savybės 


Intervalas / [дах = Ї f(t)dt = Ї f(z)dz 


Їїрдах = 
ae № xe R; E a 
-ae N, x € (- e; 0) U ЛТоддх = - одох 
U (0; =) | 
ag 2; хє (0; e») | Įrogax = jf (x)dx + Тоо, jei a, b, ir c - bet kurie 
taškai iš intervalo £ 
In|x| + C (- =; 0) arba (0; e») 


j kf(x)dx = k) f(x)dx 


R 
а* IU aec R b b b 
1660) + f(x)dx = Је (х)ах + Је (х)ах 
sinx * C R ° ° š 
sinx - cosx + C R (рх + q)dx = 500 
зо tgx * C Cz nk: 24 Tk), Кє 2 
Pvz.: 
(nk; x + nk), Кє Z 
> 4 3 1 4 3 
1. i ах] od exte (T) -$ 6 no 
TEE NEM 2 2 14 
59. Apibrëztinis integralas à 2(41- 1) = 2. 2424126 s 
Jei funkcija f(x) netrüki skaičių ašies intervale /, kurio taškai z р 
x=a irx = b, tai pirmykštės funkcijos reikšmių F(b) ir F(a) skirtumas 2. J cos/xdx = = dx = Í (1 + cos2x)dx = 
yra pirmykštė funkcija F(x) funkcijos f(x) intervale /, vadinamas 23 £d , š 
apibréztiniu integralu funkcijos f(x) nuo a iki b E fdk + Јоза) = = 5 26 „+ 5 sin2x| ) = 


i 1 т л 1 
| дах = ais 05 4 (sin 3 -sinz ) = 37 + x Ta m 
1 X3 1 
= 2(12* 1-2) 
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Keitinys 3x + 4 = t. 


60. Kreivalinijinés trapecijos plotas 


Figüra, apribota tiesémis y = 0; 


5 x-a;x-bir netrükios neneigiamos 
funkcijos f(x) intervale [a; b] grafiku, 
vadinama kreivalinijiné trapecija. 
Kreivalinijinės trapecijos plotas 

b 
E 9 S = [f(x)dx. 
Pvz.: 


2 


[v4 - x° dx. 


0 


1. Apskaičiuokite 
Sprendimas. 


Nagrinėjame funkciją у = V4 - x? . Lygybė у = 14 - х? 
ekvivalenti sistemai 


y? = 4 ^ х2, 
{yat 
Funkcijos y = 4 - х2 grafikas yra pusapskritimis su spinduliu 
2 ircentru koordinačių pradžioje, esantis viršutinėje pusplokštumėje. 


x + у? = 4; 
y > 0. 
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Ieškomasis integralas lygus 7- skritulio su spinduliu 2 daliai, 
t.y., 2 
МА -Xx? dx =+ S =n 22 = x. 


Ats.: п. 


2. Raskite trikampio, apriboto abscisiu ašimi ir liestinémis, 
nubrėžtomis iš taško (0; 3) funkcijos y = iX - x + 5 grafikui, plotą. 


Sprendimas. 
Parašome liestinių y, ir y, lygtis. 
Sakykime, kad lietimosi taškų abscisės yra X, ir X,. 


Tada у, = $Xi-X, + 5 + (x, - 1)(x - x.) 


y, = Z X; - X, + 5 + (x, - X)(X - x). 
Gautosios tiesés eina per taška (0; 3), todél 


3-lx - Xx, + 5 + (x, - 1)(0 - x,), 


x° = 4; x, = + 2. 
Matome, kad x, sutampa su x,, todél gauname dvi liestiniu 
lygtis: 
y = X + 3, kai x = 2 ir y = - Зх + 3, kai x = - 2. 
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y 


^ 


B(1; 0) 


AC30) О“ co 2-6 


Uzdaviniai. 
1. Apskaičiuokite: 

a) [2dx 
Ats.: 14. 

b) joe - 4x! - x)dx. 
Ats.: 0. 

c) Įsinxcosxdx. 
Ats.: 0,5. 
2. Išspręskite lygtį: 

а) [ydy = х2, 


b) 2 (- 2dz =х?. 


Ieškomasis plotas: 


S = Ss + Зоос 7 


-23:3*2:3:1 =6. 


Ats.: а) x= + 2 ;b)x=+2. 


3. Rasti plotą figūros, kurią riboja kreivės: y = 2х2 - 2x + 1, 
х = 0, у = ir parabolės liestinė, kuri eina per tašką, kurio abscisé 


X, = 2. 
Ats.: 1,25. 
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61. Sukinių tūrių skaičiavimas 


Kreivalinijinė trapecija (apie ašį Ox) 


y 


Rutulys 


y = УК2 - х2 


-8 0 R — x 


Mi x | (NR? - х? ydx = 21 (Е? - X)dx = 


= 2n(R*x - <) 


R 
= 4. 3 
1 „TR 
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e 


62. Kampai 


štinë 
Viršüne 
Клава 
IStiestinis kampas A 
ü ZAOB 
ZaOb 
0 ZO 
b ~ 


Gretutiniai kampai 
2 
BT 
Kryžminiai kampai 
Savybė: 41 = 22 
>< 


Statieji kampai 


Savybė: Z1 + 22 = 180° 


b «^ atstumas 


alb / 


"pagrindas 
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Pvz.: 


1. Vienas gretutiniu kampu lygus 58°. Raskite kito kampo 
diduma. 


Sprendimas. 


Kito kampo didumą pažymime х. 
Tada х + 58° = 180° 


= 122°. 


Ats.: 122°. 


2. Dviejų kryžminių kampų suma lygi 130°. Raskite kiekvieno 
keturių kampų didumą. 


Sprendimas. 


Kryžminiai kampai AOB ir COD lygūs, 
todėl ZCOD = ZAOB = 65°. 


D Tada 
B = C ZBOD = “АОС = 180? - 65° = 115°. 
А О 


Ats.: 65°; 65°; 115°; 115°. 
3. P ^ Duota:AS | АР: АМ! АМ. 
Įrodyti: ZPAM = ZSAN. 
M S N 
Irodymas. 

ZPAM = ZPAS - ZMAS 

ZSAN 7 ZNAM - ZMAS 

(Рада! salyga ZPAS = ZNAM = 90°) 


ZPAM = 90° - ZMAS * 
ZSAN = 90° - ZMAS 


Todél ZPAM = ZSAN. 
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63. Kampo pusiaukampinė Vidaus vienašalių kampų 1 ir 2 suma lygi 180°. 
| &1 + 22 = 180°. 
А | Pagal uždavinio sąlygą: 
&2- “1 = 30° 

M Tada Z2 + Z1 = 1809 
Ü +С 22 - 21 = 30° 
272 = 210° 
B | &2 = 105° 

&1 = 180? - 105° = 75° 


OM - kampo АОВ pusiaukampé 
Ats.: 75°; 105°. 


Tiesiu lygiagretumo poZymiai 64. Talio teorema 


Trikampio kampai 


Z4 ir Z6 L Vidaus vienašaliai 
Z3ir /5 | T" : š Р : 
Trikampio vidaus kampų suma Trikampio priekampis 
Z4 ir Z9 V Vidaus priešiniai < 
Z3 ir Z6 р 
| < 4 
Jei Z3 = Z6 arba Z4 = 25, tai а|р. 
Jei Z4 + Z6 = 180° arba Z3 + Z5 = 180°, tai а ||b. 
< 1 + /2 + Z3 = 180° 1) Z4 = Z1 
Dvi lygiagrečios tiesės perkirstos trečiąja. Dviejų vidaus 2 2 23 = ^ p Ч Ž + 22 
vienašalių kampų skirtumas lygus 30°. Raskite šiuos kampus. ) 2 < 
24» 22 
Sprendimas 2 1 
2 
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Trikampių rūšys Trikampio aukštinė, pusiaukampinė, pusiaukraštinė 


Trikampiai Įvairiakraščiai Lygiašoniai Lygiakraščiai 


aukštinė h pusiaukraštinė (m) pusiaukampinė (I) 


Pvz.: 


1. Atkarpos AB ir CD kertasi taške O, kuris yra kiekvienos 
atkarpos vidurys. Raskite BD, jei AC = 6 m. 


E B 
О 
А р 
Sprendimas. 
AAOC = ABOD, nes ZAOC = “ВОР; 
1 AO = BO 
CO = OD. 


Iš trikampių lygybės seka kraštinių lygybė: AC = BD. 
Vadinasi, BD = 6 m. 


Ats.:6 m. 


| 2. C D 


B 


Pagal dvi kraštines Pagal kraštine ir Pagal tris Ж 
іг катра tarp ju kampus prie jos krastines 


Brézinyje ZDAB = ZCBA; ZDBA = ZCAB, CA = 13 m. 
Raskite DB. 141 
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AACB = AADB, nes ZDAB = ZCBA 
ZDBA = ZCAB. 
15 trikampiu lygybés seka krastiniu lygybé: BD = AC, t.y. 
BD = 13 m. 


Sprendimas. P: - bendra; 


Ats. 13 m. 


3. Trikampio ABC kampas A lygus 50°, o kampui ACB 
gretutinis kampas ВСЕ lygus 100°. Įrodykite, kad kampo 
BCE pusiaukampinė lygiagreti kraštinei AB. 


Įrodymas. 
Uždavinio sąlygą pavaizduojame brėžinyje. 
B 


E 
A С 
CD - катро ВСЕ pusiaukampiné. 
Pagal uždavinio sąlygą ВСЕ = 100°, tada DCE = 50°. 
Gavome, каа ZA = ZDCE. 


Kadangi ZBAC ir ZECD atitinkamieji, tai ABIIDC. 


65. Lygiašonio trikampio savybės 
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Trikampio nelygybë 


с 


a-b<c<a+b 


66. Pusiaukraštinės savybės 


AM : MA, = ВМ: MB, = CM: MC, =2: 1 


Pusiaukampinés savybė 


CA _ АС 
AB ^ АВ · 


AA, = AB -AC - AJB-A,C 
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67. Trikampiu pana$umo požymiai 


L> 


Pagal du kampus 


ka kb 
a b 


Pagal dvi kraštines ir kampą tarp jų 


kc 


Pagal tris kraštines 


-144- 


Pvz.: 


1. Lygiašoniame trikampyje ABC (AB = BC) nubrėžta 
pusiaukraštinė BD. Raskite jos ilgį, jei AABC perimetras lygus 50 
cm, o AABD perimetras lygus 30 cm. 


Sprendimas. 
Duota: AB = BC, BD - trikampio ABC 


B pusiaukraštinė. 
Р авс 90 cm, P ss = 30 cm. 
Rasti: BD. 


Pac = AB + BC + CA = 2(AB + AD) = 50. 
6 Vadinasi, AB + AD = 25. 
A. D Pas, = AB + AD + BD. 


Iš čia: 30 = 25 + BD, BD = 5 cm. 
Ats.: 5 cm. 
2. Iš visų trikampio viršūnių nubrėžtos aukštinės, kurių 


kiekviena padalija trikampį į du trikampius. Įrodykite, kad bet kurie 
du jų, turintys bendrą viršūnę su duotuoju, yra panašūs. 


Sprendimas. 
Duota: AE L BC, ВОІАС, CF|AB. 
B Įrodyti: AAEC — ABDC, ACFB - AAEB, 
E ACFA - АВГА. 
Е 
А D С 
[rodymas. 


AAEC - ABDC, nes 
ZC - bendras 
ZAEC = ZBDC kaip statieji. 
Panašiai įrodome їг dviejų kitų trikampių porų panašumą. 
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3. Trikampio ABC pusiaukraštinė AM lygi pusei kraštinės 
BC. Kampas tarp AM ir aukštinės AH lygus 40°. Raskite trikampio 
ABC kampus. 4 


Sprendimas. 


B H M C 


Kadangi AM = BM = MC, tai taškas M yra centras 
apskritimo, apibrėžto apie AABC. Vadinasi, ZA = 90°. 

Sakykime, kad AB < AC. 

“НМА = 50°, AMC = 130°. 

Tada ZC = 25°, nes AAMC lygiašonis. ZB = 65°. 


Ats.: ZA = 90°, ZB = 65°, ZC = 25°. 


68. Trikampio vidurinė linija 


B 
ММ|ВС 


^ S= m = ad 
132 ah, xm bh, 2 ch, 
b С 
S = 4 absinC = + acsinB = + bcsinA 
C a B | 
S = vpip - а)(р - b)(p - c) (Herono formulė), 
kur p= 22 p *c 
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E—————— u... 


S = гр, kur r - įbrėžto į trikampį apskritimo spindulys. 


S= abc „kur R - apibrėžto apie trikampį apskritimo 
spindulys. 


Panašieji trikampiai 


S- M h P 
m R pr 


1 а, 1 


Panašieji daugiakampiai 


АВ = ВС = АС =а 
ZA = ZB = 2С = 60° 
АА, = BB, = СС, =h 


aN3 N3 

S = h == 
R = 2г= —h = + 
3 ҮЗ s 


kur R - apibrėžto apie AABC apskritimo spindulys, r - įbrėžto į jį 
apskritimo spindulys. 


Pvz.: 
1. Duota: AM = MB, BK = KC 
B KTI| AB, P sc = 42. 
Rasti: Pd 
M K 
A С 
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Sprendimas. 


MK =+ AC 
KT =$ AB 
MT =+ BC 


= 1 
PKT 22. P aso 
P2 
Ats.: 21 
2. Duota: AE = EC. 
5 Rasti: S sc Sino 
A Е © 
Sprendimas. 


Trikampių ABC ir BEC aukštinė, nuleista iš viršūnės B | 
pagrinda AC, yra ta pati. 
AC*h 


Зоо 2 2 
Tada = TAM = 2. 


Vadinasi, — = 2. 
BEC 


Ats.: 2. 


- 148 - 


70. Statusis trikampis 


^ 
c ha 


statinis 
Ф 


b 
statinis 


Pitagoro teorema 
с? = а? + b? 


Atvirkštinė Pitagoro teoremai: 

Jei vienos kraštinės kvadratas lygus 
kitų kraštinių kvadratų sumai, tai 
trikampis statusis. 


pr 
NE 


L 


OA = OB = OC = R = AB 


Stačiojo trikampio plotas 


a,- statinio a projekcija įžambinėje c 
b. - statinio b projekcija jZambinéje c 


Statusis su 30° kampu 
C 


"Aw 
60° 30 
A Š B 


a? = c-a, 
b? = с: b. 
На: b. 
“С = 90° 
ZB = 30° 
22206 
b-7 
= b3 = a3 = УЗ (2 
6 2 8 
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1 
: | 3. с Duota: ZACB = 90? 
саа | СО! AB, AC = 8, 
1. Duota: ZACB - 90* | АР =2. 
CELAB Raskite: BD. 
41 = 2/2 | А Б B 
š АС + СЕ = 3 
Raskite: CE. Sprendimas. 
C B AC? = AB -AD, 
Sprendimas. AC? = (AD + DB) -AD, 
Z1 + Z2 = 90° 64 = (2 + BD)-2 
2/2 + Z2 = 90° | 2 + BD = 32 
372 = 90? BD - 30. 
„аш Ats.: 30. 


EC : CE =Å АС > AC = 2CE 
AA 2 4. Dvi trikampio kraštinës lygios 49 ir 99, o kampas tarp ju 


2CE + CE = 3 59°. Koks tai trikampis, smailusis, bukasis ar statusis? 
=3 
аи 1 Sprendimas. 
B AC = 49, AB = 99, ZBAC = 59°. 
Z | | Iš viršūnės B nuleidžiame statmenį 
Ў = 1. 
Ats. UE | BD i kra&tine AC. 
2. ^ Duota: ZACB - 90? 
BC-7 | 
ZA = 30°. А I 
D 
B Raskite: S sc | > 
c | Tada AD = АВ · соѕ/ВАС = 99 ·соѕ59°. 
imas. T ! 2x. 
ЭР шин 1 AB 2 AB = 14 Kadangi kosinusas intervale [0; x] mažėja, tai 
2 
AACB : BC? + AC? = AB? соѕ59° > cos60? = 3 х 
49 + AC? = 196 NIS | ' 
AC? = 4147” Tokiu büdu AD > 49,5 > AC, todél AABC - bukasis (nes 
AC = MAT = 743". | statmens BD pagrindas yra kraštinės AC tęsinyje). 
s = ACCB = 743-7 — 4943. 
АВС 2 i 2 Ats.: Bukasis. 


Ats.: 493. (kv. vienetu). | 
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71. Daugiakampis 
n - kampio vidaus kampu suma lygi 180*(n - 2), kur 
n - kraštinių skaičius. 


Más s Y x РИСТЕ" — » 
Iškiliojo n - kampio įstrižainių skaičius lygus 003) : 


Pvz.: 
Raskite bet kokios penkiakampės žvaigždės vidaus kampų 


Sprendimas. 
Pagal trikampio priekampio savybę: 


/N Z6 = Z1 + 24; 
27 17 ZT = Z2 + 25. 

T Kadangi Z7 + Z6 + Z3 = 180°, 
1295 tai /1 + 22 + Z3 + Z4 + Z5 = 180° 


Atskiri keturkampių atvejai 


72. Lygiagretainis 


Lygiagretainiu vadinamas 
keturkampis, kurio: 
AB = CD BO = OD 
BC = AD AO = OC 
ZA + ZB = 180° 
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d, + d; = 2a? + 2b? 


Duota: ВЕ | АР 


ZABC = 150° 
Pasco = 24, BE = 2. 
Raskite: BC. 


Sprendimas. 
ZABE = 60°, ZA = 30°. 
Tada АВ = 2BE - 4, 
2AB + 2BC = 24 |:2 
AB + BC = 12, 
ВС = 12 - 4 = 8. 


Ats.: 8. 
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2. 
B C Duota: ZA = 30°, AB: BC = 3:7 
Р aco 120. 
Raskite: S „с. 
А Е D 
Sprendimas. 
AB = 3x, BC = 7x 
2(AB + BC) = P, 
20x = 120 
x=6 
Tada AB = 18, BC = 42. 
BE =+ AB = 9 
S = AD: BE = 42: 9 = 378. 
Ats.: 378 (kv. vienetai). 
73. Rombas 
Rombu vadinamas lygiagretainis, kurio visos krastinés 
lygios. 


d, | d, (rombo įstrižainės 
tarpusavyje statmenos) 


ZDCA = ZACB (rombo įstrižainės 
kampus dalija pusiau) 


S = ha = a'sinA = 7 d,d, 
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С Duota: АС= 20 


B 
BD = 10 
Raskite: S. 


А р 


Sprendimas. 
S = ZAC -BD 
S= 


£. 20-10 = 100. 


Ats.: 100 kv. vienetu. 


2. B c Duota: ZBAD = 30° 
Рава ч 24 
Raskite: S. 
A D 
Sprendimas. 


AB = BC = CD = AD = 24: 4 = 6. 
S = AB?sin30° = 36 -4 = 18. 


Ats.: 18 kv. vienetu. 
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74. Stačiakampis 


Stačiakampiu vadinamas lygiagretainis, kurio visi kampai 


statūs. 
A a B AB = BD =d 
b | А 
S = ab = ç džsino 
D C 
Pvz. 
4; Duota: 21-22 
B M C ВМ = 5 
МС = 4 
Raskite: S. 
дё? р 
Sprendimas. 
Z2 = ZBMA, todél AABM lygiaSonis ir 


AB = ВМ = 5 
BC = BM + МС = 9 
S = AB-BC = 5-9 = 45 | 


Ats.: 45 kv. vienetai. 

2. Plokštumoje duoti stačiakampis ir taškas. Parodyti, kad 
atstumų kvadratų sumos nuo taško iki priešingų stačiakampio 
viršūnių lygios. 


Sprendimas. 
Išnagrinėsime 3 atvejus. 
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w = 


1. Kai taškas staciakampio viduje. 


kraštinėms. 


Susidariusius atstumus iki 
kraštinių pažymime a, b, c, d. 


A D 


|BP|2 = a? + cz, |PD|2 = b? + Ф 
IBP[* + |PD|2 = a? + b? + с? + д. 


Analogiškai: 
|AP|? = b? + c?, |CP|? = a? + d?, 
|AP|? *|CP|? = a? + b? + c? + d*. 


2. Kai taškas yra stačiakampio kraštinėje. 


B C 
kraštinei. 


A D 
IPB|? = a2,|PD|? = b? + а? 
IPB|? +|PD|? = a? + b + d? 
ir 
IPA|? = b?, |PC]? = d? + až; 
|РА|2 + |PC|2 = b? + a? + d2 


3. Kai taškas šalia stačiakampio. 


B C 


e- 
ус 


С Per tašką P išvedame tieses, 
lygiagrečias stačiakampio 


Per tašką P išvedame tiesę, 
lygiagrečią stačiakampio 


IPAP? = b? + с, 
IPC]? = a? + d? 
IPA? + | PC|2 = a? + b? + c? + d? 
ir |PB|? = а? + c?, [PD ? = 62 + d? 
IPB|2 + |PD|2 = a? + b? + c? + d? 


75. Kvadratas 


Kvadratu vadinamas stačiakampis, kurio visos kraštinės 


lygios. 8 
а = av? 
а 
S-a-id 
a 
Pvz. 
B E 
1. Ė Duota: BE = EC 
Raskite: S sco : Saee- 
A D 
Sprendimas. 
S вор = AB* 
BE = + BC 
S. = AB - ТАВ = +AB2 
d 
Saco : Ў ве = АВ?: 4 АВ? 
ed 
Ats.: 4. 
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2. Kiekviena kvadrato vir$üné sujungta su tarp kitu dvieju 
viršūnių esančios atkarpos viduriu. Įrodykite, kad centre gausime 
kvadratą, kurio plotas penkis kartus mažesnis už pradinio kvadrato 
plotą. 


1. Tegul AB = a, tai BC = > Я 
АС = үа + = 25. 
2. Kadangi АК = CD ir jos 


lygiagrečios, tai 
figūra ACDK - lygiagretainis, kurio 


plotas AK- AB = 3. 


3. AKDM = AAMF (Z1 = Z2; Z3 = Z4). 
Z2 + Z4 = Z8 + Z1 = 90°. 
Vadinasi, keturkampis centre - lygiagretainis, stačiakampis 
ir kvadratas. 


2 Sg аё. 35 24 а 
РО = = 2 2 25 B 
= 22 а 

kvadrato centre PQ 5" 


76. Trapecija 


Trapecija vadinamas keturkampis, kurio dvi kraštinės 
lygiagrečios, o kitos dvi nelygiagrečios. 
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9 
BC ir AD - viršutinis ir apatinis 


| $ dimas. 
pagrindai. BC ||AD. E Ер = А0-8С = 17-9 - 4 
AB ir CD - šoninės kraštinės 
AC ir BD - įstrižainės АСЕР - lygiašonis, todėl h = ED = 4. 


MN - viduriné linija 


S= BC +AD |, = 17+9,4 = 52. 
MN = + (BC + AD), MN || BC 2 5 


Ats.: 52 kv. vienetai. 
S = h-MN = 1 (ВС + AD) * 
2. Ant trapecijos ABCD pagrindų AD ir BC trapecijos išorėje 


Trapecija lygiašonė, jei AB = CD. nubrėžti kvadratai ADEF ir BCGH. Trapecijos įstrižainės kertasi taške 


&1 = Z2, 43 = Z4 : » B Ž 2 
! : = 2, GO = 7, GF = 18. 
AE = FD | O. Raskite AD, jei BC 
ocu: - : Sprendimas. 
Lygiašonės trapecijos, kurios 1. ACOB — AAOD: 


istrizainés statmenos viena kitai, 
plotas S lygus jos aukštinės h 
kvadratui, t.y. S = h?. 


2. ZOAF = ZOAD + 90° = 


B С ч КР = ZOCB + 90° = ZOCG, 
Trapecija stačioji, jei BA | AD. todėl AOGC - AOFA. 
| Iš čia seka, kad 
ZAOF = ZCOG, 
todėl taškas O yra tiesės FG 
A D taškas ir 
АО -A _ АР -= k 
Pvz.: = | 
ОЕ = 18-7= 11 = k= Æ = TL = AD=k-BC; 
1. Duota: АВ = CD 3 o даг 
B С АР = 17 11 22 
AD=2-— =<. 
i ZD = 45° ш дш 
ВС =9 22 
Ats.: <. 
Raskite: S... 2 
А Е р 
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Pvz.: 


77. Apskritimas 


R - spindulys 
D - skersmuo 
D = 2R 


Apskritimo ilgis C = 2лК 
C = xD 
Skritulio plotas S = nR? 


UACB = о (о - lanko ACB 
laipsninis matas) 


> -01В 
lanko ACB ilgis | = 7 


1. Raskite plotą skritulio, jei apskritimo ilgis lygus m. 


Sprendimas. 


C = 2nR. 
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Kadangi С = m, tai m = 21R arba R = - ir skritulio plotas 


I тү лт? т2 
З= теп ў = 285 46. 


. He 
Ats.: = 
2. Lygiakraščio trikampio ABC kraštinė - a. Iš dviejų viršūnių 


brėžiami apskritimai spinduliu 5-. Raskite užbrūkšniuotos dalies 
plotą. 


B 
K L 
A M С 
Sprendimas. 
P S "m УЗа? 
ABC 4 ` 


"(5 У.609 mna 


Išpjovų АКМ іг СМІ plotai lygūs —Z5x— = 4 . 


Ieškomasis plotas S = uo: ла" = а (NS 2). 


Ats.: --(N3 -5-). 


3. Duotas stačiakampis ABCD. Apskritimas su spinduliu 2 
liečia kraštines AB ir AD. Antrasis apskritimas su spinduliu 1,4 liečia 
pirmąjį apskritimą ir kraštines BC, CD. AB = 5. Raskite stačiakampio 
antrąją kraštinę. 


Sprendimas. B 


C 
t GESS? 
5 CLN Реал 


О,К = АВ -г, - г, = 
= 5-3,4 = 1,6 


00, = r, + r, = 34 


O K = (r, + f - OK? = 411,56 - 2,56 = 3 
AD = 2 + 3 + 14 = 6.4. 


Ats.: 6,4. 


78. Apskritimas ir kampai 


A Kampas, kurio viršūnė yra apskritimo 
centras, vadinamas jo centriniu 
kampu 

B ZAOB = LAmMB 


Kampas, kurio viršūnė priklauso 
apskritimui, o jo kraštinės yra 
apskritimo stygos, vadinamas 
įbrėžtiniu. 


[9) 


ZABC = + ОАТС 


ААВС = ŽZA0C 


С АВАС = ZCPB = ŽUBMC 
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ZABC - 90? 


1. Taškai A, B ir C yra apskritimo su 
centru O taškai. ZABC = 60°. 
Raskite ZAOC. 


Sprendimas. 
ZABC įbrėžtinis. 


ZABC = 4 «АОС 


ZAOC = 2ZABC 
ZAOC = 120°. 


Ats.: 120°. 


Taškai A, B ir С уга apskrtimo taškai. 


2. 
b ZABC = 305, apskritimo skersmuo 
А lygus 10 cm. 


Raskite AC. 
A SV 
C 


Vadinasi, ZAOC = 60°, AACC - lygiakraštis, todėl 


Sprendimas. 
“АВС = 5 «АОС. 


AC = R = 4.10 = 5 cm. 


Ats.: 5 cm. 
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79. Apskritimas ir tiesė 


kirstinė 


OM la 
liestinë 
M 
S AM = AN 
AO - ZMAN - pusiaukampiné 
A 
Q 
N 


AM? = АВ-АС = AE- AD = 
= AO? - R? 


a-b=c-d 


Stygos AB ir CD kertasi taške E. Raskite ED, jei AE = 5 cm, 


BE = 2 ст, CE = 2,5 cm. 
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Sprendimas. 
AE: BE = ED. CE 
С B 


ES 5510: = 
5-2 = 2,5-ED > ED Et (cm). 


Ats.: 4 cm. 


80. |breztinis ir apibreztinis apskritimas 


Įbrėžtas į trikampį 


S - trikampio plotas 


Įbrėžtas į keturkampi 


a+c=b+d 


Apibrėžtas apie trikampį 


_ ab 
/&. R == 
aus S - trikampio plotas 
V a, b, c - trikampio kraštinës 
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Apibrėžtas apie keturkampį 
B ZA + ZC = ZB + ZD = 180° 


BC-AD + AB-CD = AC BD 
(Ptoloméjaus teorema) 


Pastaba: 
Lygiašonės trapecijos, į kurią galima įbrėžti apskritimą, 
aukštinė lygi pagrindų geometriniam vidurkiui. 


a 


b 


81. Sinusų, kosinusų teoremos 


B a = 


sino 


b le B 
FRE R 


5їпф 


kur R - apibrėžto apie trikampį 
apskritimo spindulys 


C? = а? + b? - 2abcoso 
Pvz.: 


1. Duota: trikampis ABC, BC = AC = AB, įbrėžto apskritimo 
spindulys r = 2. Raskite R. 
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I 
| 
| 


Sprendimas. 
B 
OF = ОЕ =r = 2;AO = ОВ = R 
Trikampis OFB statusis, kurio 
F ZOBF = 30° 


OF = ОВ (statusis prieš 30° kampą) 


OB = 4. 
Ats.: 4. 


2. Duota: trikampis ABC, AB = BC, AC = 24, R = 13. 
Raskite S. 


Sprendimas. 
АС -28 > 24 =26 = 


“sinh "sinp 


sinB = A cos = v1 - sin?B , 


3 
1 - cos = 2sin? B ; 6823-1525, 
гдс х PED. 

sin = Jis = Ar 


Trikampis ВОС:-2©- = sin? > BC = 12 = 1293 = 61137 


AF 

Sasco = у АВ=ВС. sing = 2-6/13*6/13- 15 = 216. 
Ats.: 216. 

B 
3. С Duota: S, = 45... 
BE = 1, DE = 16. 
Raskite: АС. 
А 
D 
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Sprendimas. 


Iš to, kad S, = 4S... seka, kad AE = 4CE. 
Sakykime, CE = x, tada 
AE = 4x, АЕ -EC = BE -ED, 
4x? = 16 
X72. 
Vadinasi, АЕ = 8 ir AC = 8 + 2 = 10. 


Ats.: 10. 


82. Taisyklingojo n - kampio plotas 
A A 


АА, = АА, = ... = АА, = а 

Р = a-n - perimetras 

К - apibrėžto apskritimo spindulys 
r - įbrėžto apskritimo spindulys 


Uždaviniai. 
1. Apskritimo styga lygi spinduliui. Raskite kampą tarp jų. 
Ats.: 60°. 


2. Stačiakampio plotas 60 cm, о vienos kraštinės ilgis 
12 cm. Raskite stačiakampio perimetrą. 


Ats.: 34 cm. 
3. Kiek kvadratas turi simetrijos ašių? 


Ats.: Keturias. 
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4. Trikampių panašumo koeficientas lygus 2. Vieno ju 
perimetras lygus 12 cm. Raskite panašaus į jį didesniojo trikampio 
perimetrą ir jų plotų santykį. 

Ats.: 24 cm; 4. 


5. Stačiojo trikampio smailieji kampai sutinka kaip 1 : 2. 
Raskite mažesniojo statinio ir įžambinės santykį. 


„1 
Ats.: z^ 


6. Kokį kampą sudaro tarp savęs laikrodžio rodyklės, kai jis 
rodo 8 valandą? 


Ats.: 120°. 


7. Trikampio kraštinės, sudarančios bukąjį kampą, lygios 
6 cm ir 8 cm. Kokias sveikas reikšmes gali įgyti trečioji kraštinė? 


Ats.: 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12; 15. 
8. Kiek simetrijos ašių turi lygiašonė trapecija? 
Ats.: 1. 


9. Stačiakampio įstrižainė lygi 10 cm, o jo plotis 6 cm. Raskite 
stačiakampio perimetrą. 


Ats.: 28 cm. 


10. Lygiagretainio kraštinių santykis 3 : 2. Kiek procentų jo 
perimetro sudaro trumpesnioji kraštinė? 


Ats.: 20%. 
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83. Stereometrija 
| Dvi tiesės, turinčios vieną bendrą tašką, 
Pagrindinės aksiomos ir apibrėžimai абара чакла 


\ 
Ф 
с 


ап b-M 
Per tris bet kuriuos taškus, nesančius 


vienoje tiesėje, eina viena ir tik viena 
plokštuma 


Dvi vienos plokštumos tiesės, neturin- 
čios bendrų taškų, vadinamos lygiag- 
rečiomis. 


Jei du tiesės taškai yra plokštumoje, tai 


| allb 2 (aco;bco) 
ir visa tiesė yra toje plokštumoje 


Dvi tiesės, nesančios vienoje plokštu- 
moje, vadinamos prasilenkiančiomis. 


Н 
22227 


| a ir b prasilenkiančios 


Jei dvi plokštumos turi bendrą tašką, tai T 
jos kertasi tiese, einančia per tą tašką. | Tiesė, kurios visi taškai priklauso 


| plokštumai, vadinama plokštumos 


i tiese. 
730/44 
" 


Meo, Мє В > | 


Tiesė kerta plokštumą, jei jos turi tik 
anB=a vieną bendrą tašką. 
Mea 


Ф 

n 

R 
® 


ana=M 


12. | -173- 


Tiesė vadinama lygiagrečia plokštumai, 
jei jos neturi bendrų taškų. 


J 


alle, «|| a 


Dvi plokštumos, neturinčios bendrų 
taškų, vadinamos lygiagrečiomis. 


JŲ 


|| B 


Tiesė vadinama statmena plokštumai, 
jei statmena bet kuriai plokštumos 
tiesei. 


} 


аї«=(а|с;а1Ь) 


84. Stereometrijos teoremos 


Per tiesę ir šalia jos esantį tašką eina 
viena ir tik viena plokštuma. 


M aca 
fa (1-4 
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Ы 


Per dvi susikertančias tieses eina viena 
ir tik viena plokštuma. 


anb=M= [2*9 
bca 


Per dvi lygiagrečias tieses eina viena ir 
tik viena plokštuma. 


a|b 15: 
Jei viena lygiagrečių tiesių kerta 5 b 
plokštumą, tai ir kita tiesė kerta tą 
ар } эрїПа 
ana 
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85. Lygiagretumo pozymiai 


Tiesiu lygiagretumo požymiai 5 b Yé 


по 


а|с 
blc] -*a|[b 


Jei dvi tiesės lygiagrečios trečiai, tai jos 
lygiagrečios tarp savęs. 


Tiesės lygiagretumo plokštumai 
požymis 


Jei tiesė, esanti šalia plokštumos, 
lygiagreti bet kokiai plokštumos tiesei, 
tai ji lygiagreti šiai plokštumai. 


Jei viena susikertančių plokštumų eina 
per tiesę, lygiagrečią kitai plokštumai, 
tai plokštumų susikirtimo linija lygiagreti 
tai tiesei. 
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9 


Plokštumų lygiagretumo požymis 


Jei vienos plokštumos dvi susiker- 
tančios tiesės atitinkamai lygiagrečios 


kitos plokštumos dviem susikertan- 
čioms tiesėms, tai tos plokštumos 
lygiagrečios. 


асо, рса 
а|а,, bll b, 
а, c B, b, cp 


Jei dvi plokštumos lygiagrečios trečiajai, 
tai jos lygiagrečios tarp savęs. 


Jei plokštuma kerta dvi lygiagrečias 
plokštumas, tai susikirtimo tiesės 
lygiagrečios. 
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86. Tiesés statmenumo plokštumai požymis 


Jei tiesė statmena dviem plokštumos 9 
susikertančiomis tiesémis, tai ji statmena 
pačiai plokštumai. 


a) Jei tiesė statmena vienai lygiagrečių 
plokštumų, tai ji statmena ir kitai. 


b) Jei dvi plokštumos statmenos vienai 
ir tai pačiai tiesei, tai tos plokštumos 
lygiagrečios. 


| | 
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a) Jei viena lygiagrečių tiesių statmena 
plokštumai, tai ir kita tiesė statmena šiai 


plokštumai. 
b) Jei dvi tiesės statmenos vienai AE. 


plokštumai, tai tos tiesės lygiagrečios. 


a) a || b 
ala 


balo } > a|lb 


} = ра 


bla 
87. Trijų statmenų teorema 


N 
A 


Jei pasvirosios projekcija plokštumoje 
statmena plokštumos tiesei, tai ir pati 
pasviroji statmena tai tiesei. 


Atvirkštinė. 

Jei pasviroji statmena plokštumos tiesei, 
tai ir jos projekcija plokštumoje stat- 
mena tai tiesei. 


ala 
bna 
bža >c| MS 
c = prb 


mca 


< bilim 


- 179 - 


88. Plokštumų statmenumo požymis 


Jei plokštuma eina per statmenį | kitą E 
plokštumą, tai ji statmena tai plokštu- ; 
mai. 


aca 


aip] cB 


Pvz.: 


1. Įrodykite, kad erdvinio keturkampio kraštinių vidurių taškai 
yra lygiagretainio viršūnės. 


Įrodymas. 


Sakykime, kad ABCD - duotasis 
erdvinis keturkampis (keturkampio 
viršūnės nėra vienoje plokštumoje). 
A, B, C, ir D, - jo kraštinių vidurių 
taškai. А,В, - trikampio ABC vidurinė 
linija, lygiagreti kraštinei AC; C,D, - 
trikampio ACD vidurinė linija taip pat 
lygiagreti kraštinei AC. 


Vadinasi, A,B, || C,D, ir yra vienos plokštumos tiesės. 

Tokiu pat būdu įrodome tiesių A,D, ir B,C, lygiagretumą. 

Vadinasi, keturkampis A,B,C,D, yra vienoje plokštumoje ir 
jo priešingos kraštinės lygiagrečios. Aišku, keturkampis А,В,С,О, - 
lygiagretainis. 
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{| 


2. Lygiašonio trikampio ABC pagrindas BC lygus 12 cm, 

šoninė kraštinė - 10 cm. Iš viršūnės A iškeltas 6 cm ilgio statmuo 

| AD trikampio ABC plokštumai. Raskite taško D atstumą iki kraštinės 
BC. 


Sprendimas. 
D AH - trikampio ABC pusiaukampinė, 
di aukštinė ir pusiaukraštinė. 
Pat Kadangi ВСІ AH, tai ВС | DH (trijų 


SZEF statmenų teorema). 


Vadinasi, DH - ieškomasis atstumas. 

AADH: DH? = AD? + AH? 

AACH: AH? = AC? - CH? = 10? - 6? = 64. 
Tada DH? = 6? + 64 = 100, DH = 10 cm. 


Ats.: 10 cm. 


89. Kampas tarp tiesės ir plokštumos 


Tiesė vadinama statmena plokštumai, 
jei statmena bet kuriai plokštumos tiesei. 


Ф 


Kampu tarp tiesės ir plokštumos vadi- 
namas kampas tarp tiesės ir jos projek- 
cijos toje plokštumoje. 


Nokšumai 


statmuo 


А, шора В 
plokšumoje 

Pastaba. 

Kampu tarp susikertančiųjų tiesių a ir b 

vadinamas mažiausias iš susidariusiųjų 

kampų (0° < (a, b) < 90»). ala 
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Pvz.: 


1. Stačiojo trikampio ABC statiniai CA ir CB lygūs 6 cm ir 8 
cm. Per stačiojo kampo C viršūnę nubrėžta plokštuma lygiagreti 
AB. Mažesnysis trikampio statinis sudaro su šia plokštuma 45° 
kampą. Raskite kampo, kurį sudaro antrasis statinis su šia 
plokštuma, sinusą. 


Sprendimas. 
BB, = AA, 
Trikampis AA,C - statusis 
ZA = sin45° 
A-Ž 
2 
АА, = 392 
BB, = АА, = 32 
Trikampis BB,C - statusis. 
sinBCB, --58 
203427 
sinBCB, = 75. 
. 352" 
Ats.: 56. 
2. Duota: ЛАВС, 
р ZACB = 90° 
AC = BC 
DB І (ABC) 
ZDAB - 45? 


Raskite: Kampo tarp tiesés 
DC ir plokštumos 
ADB tangenta. 
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Sprendimas. 


Brėžiame CE | AB. 
Kadangi DB 1 (ABC), tai ОВ | CE. 


CE LAB gn 
СЕ L DB j > CE 1 pl. AADB = ZDEC = 90°. 


Vadinasi, pasvirosios DC projekcija plokštumoje ADB yra 
DE. 


leSkomasis kampas yra ZCDE. 
tgCDE = & . 
Sakykime, AB = a, tada CE = £ . 
АОВА : ОВ = АВ = а. 
ADBE : ОЕ = VDB? + EB? = рг + 2 = 29 | 


а 


: 23232215 2203 
ADEC: IgDEC = —— =-= 
2 


V5 
E 


m 


. 15 
Ats: 5: 
90. Dvisienis kampas 


Dvisieniu kampu vadinamas dviejų 
nelygiagrečių pusplokštumių susikirti- 
mas. 


Dvisienio kampo tiesiniu kampu vadina- 
mas kampas tarp dviejų statmenų 


dvisienio kampo briaunai. аса, а! АВ 


b c В, b LAB 
anb=0 
Z (a, b) - tiesinis kampas 
Pvz. 
Lygiašonio bukojo trikampio ADM (ZA = 120?) ir rombo 
ABCD su kraštine a їг kampu ACD, lygiu 609, plokštumos statmenos. 


Raskite atstumą MB. 
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Sprendimas. 
B C 


K 


M 
ZBKA = ZMKA = 90? (pagal dvisienio kampo brėžimą) 
AM = AB 
ZKAM = 180? - 120° = 60° ir 
ZKAB = 180? - 120? = 60°, 
Vadinasi, ZKAM = ZKAB. 


АМАК = ABAK, nes f ВА = MA, 
“ВАК = “МАК; 


Iš ба BK = MK, o MK = asin60? = ээ : 


АВМК statusis, ZBMK = 90“, (nes duotosios plokštumos 
statmenos), ir lygiašonis - BK = BM ER. 


RM T— B 
ABKM: MB = NBK? + KM? = [EXE = | 


‚ ауб` 
А{5.:—5— 
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91. Briaunainiai 


n - kampe prizme vadinamas briaunai- 
nis, kurio dvi sienos - lygüs n - kampiai 
su atitinkamai lygiagrečiomis kraštinė- 
mis, o likusios n sienų - lygiagretainiai 


viršutinis pagrindas 


apatinis pagrindas 


о || B 

AB | АВ, 
BC||B,C 
CD||C D, 
DAI|D,A, 

АА, BB, || CC, || DD, 
AA, - šoninė briauna 
BD, - įstrižainė 


1 


Stačioji prizmė 


A, B, 
АА (ABC) БР 
S on Е Puasa: H H 
s + 28 
visas šon pagr. 

1 А B 

М= 5 S pagr." H 
C 


Taisyklingaja prizme vadinama tokia stačioji prizmė, kurios 
pagrindas yra taisyklingasis daugiakampis (t.y. toks daugiakampis, 
kurio visi kampai ir visos kraštinės lygios). 
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Gretasienis 


Gretasieniu vadinama prizmé, kurios 
pagrindai - lygiagretainiai. 


Statusis gretasienis 


Stačiuoju gretasieniu vadinamas greta- 
sienis, kurio šoninė briauna statmena 
pagrindo plokštumai. 


ABCD - lygiagretainis 


AA, | (ABC) 
АС = AG = 4: 
BD, = B D = d, 
d, 7 d, 


Stačiakampiu gretasieniu vadinamas 
statusis gretasienis, kurio pagrindas - 
stačiakampis. 


ABCD - stačiakampis 

AA, L (ABC) 

déc a? + b2 + с? 
paviršiaus = 2(ab + ac + bc) 


V = abc 
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"| 


Pvz.: 


1. Stačiosios prizmės pagrindas - lygiašonė trapecija, kurios 
vienas pagrindas du kartus didesnis už kitą. Nelygiagrečios prizmės 
šoninės sienos - kvadratai. Prizmės aukštinė lygi 6 cm. Jos šoninio 
paviršiaus plotas lygus 144 cm?. Raskite prizmės tūrį. 


Sprendimas. 


5,5 ae Н = (6 + 6 + х + 2x)-6 
(12 + Зх): 6 = 144 

12 + Зх = 24 

X = 4. 

AD, = 2. 


AABD,: BD, = VAB? - AD? = N36 - 4 = N32. 
S = 2°. У32 = 2442. 


pagr. 2 


V = 2442. 6 = 14442” 


Ats.: 144427 ст. 


2. Stačiakampyje gretasienyje рег apatinio pagrindo 
briauną ir prieš ją esančios sienos įstrižainių susikirtimo tašką 
nubrėžtas pjūvis. Kokiu santykiu to pjūvio plokštuma dalija 
gretasienio tūrį? 
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Sprendimas. 

К= АВ, ПАВ 

MN eina per tašką К іг 
MN || CD 

MNCD - ieSkomasis pjūvis. 
MK = KN (nes stačiakampio 
įstrižainės susikirtimo taške 
dalijasi pusiau). 

ММЇЇА,В, 

MK - trikampio АА,В viduriné 
linija, todėl MK = AA 


A D 


1 


Sakykime, V - stačiakampio gretasienio ABCDA, B,C,D, tūris, 
V, - prizmės AMDBNC tūris. 


V = AD:AA,: CD = AD -2AM: CD = 4-Ž-AD-AM- CD = 
= 4S,p4' CD = 4V, 
Vadinasi, gretasienio dalių tūrių santykis lygus 1 : 4. 


Ats.:1:4. 


92. Kubas 


Stačiakampis gretasienis su lygiomis 
briaunomis vadinamas kubu. 


V = aš 
S = 6a2 
d=av3 
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Pvz. 
Kubo briauna lygi a. Raskite kubo įstrižaininio pjūvio plotą. 


Sprendimas. 

AADC: 

AC = VAD? + DC? 
АС = Va? +a 
АС = av2' 


= AC- AA, = а:аү2 = а?\2. 


Ats.: aN2.. 


93. Piramide 


Piramide vadinamas briaunainis, kurio 
viena siena yra bet koks daugiakam- 
pis, o kitos sienos - trikampiai, turintys 
bendrą viršūnę. 
Sun = S, + S, +. .... S., 
S, S, ..., S. - piramidės šoninių 
sienu plotai 


S - piramidés vir$üné 
EX Я SA - šoninė briauna 

цах ASAB - šoninė siena 

ABCD - piramidés 

pagrindas 

Н - piramidės aukštinė 

НІ (АВС) 
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Jei piramidés visos Soninés briaunos 
lygios, tai viršūnės projekcija - apie 
pagrindą apibrėžto apskritimo 
centras. 


Jei piramidės visi dvisieniai kampai 
prie pagrindo lygūs, tai viršūnės 
projekcija - į pagrindą įbrėžto apskri- 
timo centras. 


Piramidė, kurios pagrin- 
das - taisyklingasis 
daugiakampis, o pirami- 
dés viršūnės projekcija - 
to daugiakampio cent- 
ras, vadinama taisyklin- 
gąja 


- pagr. 

Sn. = COSA , 
kur a - šoninės sienos 
pasvirimo į pagrindą 
kampas 

Зуу, = К.р, 
kur k - šoninės sienos 
aukštinė, p - pagrindo 
pusperimetris. 


94. Nupjautinė piramidė 


Nupjautine piramide vadinama pilnos 
piramidės dalis tarp pagrindo ir ją 
kertančios lygiagrečios pagrindui 
plokštumos. 


ABCDEA,B,C,D,E, - nupjautinė 
piramidė. 


V -4-H(S + 5:5, + S) 


S ir S, - pagrindu plotai, 
H - aukštinė 
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A 


Pvz.: 


| 1. Taisyklingosios keturkampės piramidės aukštinė lygi 6 
cm ir sudaro su šonine siena 30° kampą. Raskite piramidės tūrį. 


Sprendimas. 


SE - šoninės sienos aukštinė, 
OP - trikampio SOE aukštinė. 
Kadangi BC |SP, tai BC LOP 
(tiesiu statmenu teorema) 


OPI BC 


ңү } = OP (BSC) 


Vadinasi, ZOSE - kampas tarp SO ir šoninės sienos BSC. 
ASOE: OE = SOtg30* = 243, 
ВС = 20E = 443. 


V = (413 )2. 6 = 96. 
Ats.: 96 cm?. 


2. Taškas E yra šalia plokštumos «a, o taškai С, Е ir D - 
plokštumoje . Duota, kad EFL CF, СЕ = DE = 5, CF = 3, ZFCD = 
= ZFDC = 30°. 

1) Parodykite, Каа trikampio СЕР plotas S = 38 : 

2) |rodykite, kad atkarpa EF statmena plokštumai . 

3) Apskaičiuokite piramidės CDEF tūrį. 


Sprendimas 
<J 
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1) Trikampis CFD lygiašonis, nes ZFCD = ZFDC = 30°. 
Tada CF = ОР, 
ZCFD = 180° - (30° + 30°) = 120°. 


s =-= CF+DFesin120 33850609. 9N3 


2) AEFC: EF = ҮСЕ?- CF? = N25 - 9 = 4. 
Trikampis EFD statusis, nes DE = 5, EF = 4, 
DF= 3, о 52 = 42 + 32. 
Vadinasi, EF |DF. 
Gavome: EF | CF 


EFL agal tiesés 
БЕЛОЕ = а (pag 


statmenumo plokštumai 
požymį) 


Uždaviniai. 


1. Kubo ABCDA,B,C,D, briauna lygi a. K - briaunos AB 
vidurio taškas. E - briaunos DD, vidurio taškas. Raskite trikampio 
А,КЕ perimetrą ir nustatykite, kokiu santykiu plokštuma, einanti per 
taškus A,, K ir E, dalija kubo tūrį. 


Ats.: а(ү5 + "n a 
2. Stačiakampio gretasienio įstrižainė sudaro su pagrindo 


plokštuma 45° kampą, o šoninės sienos įstrižainė - 60° kampą. 
Stačiakampio gretasienio aukštinė lygi 8 cm. Raskite jo tūrį. 


Ats.: шон cm“, 
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3. Piramidés pagrindas - rombas su 30 cm іг 40 cm 
įstrižainėmis. Piramidės viršūnė nutolusi nuo pagrindo kraštinių 13 
cm atstumu. Raskite piramidės aukštinę. 

Ats.: 5 cm. 


4. Trikampéje piramidéje nubrėžta plokštuma per pagrindo 
trikampio vidurinę liniją ir piramidės viršūnę. Kokiu santykiu pjūvio 
plokštuma dalija piramidės tūrį? 

Ats.: 1 : 3. 


5. Taisyklingosios trikampés prizmés šoninio paviršiaus 
išklotinė yra stačiakampis su 15 cm ir 12 cm kraštinėmis. Raskite 
prizmés türj. (Du atvejai). 


Ats.: 75N3 ст: 603 стз. 


6. Taisyklingosios trikampės piramidės aukštinė lygi 12 cm, 
o apskritimo, įbrėžto į jos pagrindą, spindulys lygus 5 cm. Raskite: 

a) šoninės sienos aukštinę, nubrėžtą į piramidės pagrindo 
briauną; 

b) kampo tarp šoninės sienos ir pagrindo plokštumos 
tangentą; 

c) piramidės pilno paviršiaus plotą. 


Ats.: a) 13 cm; b) 1,2; c) 270N3 ст. 
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95. Sukiniai 


Ritinys 
8,, = 2ТЕН = 21R( 
5,2 = 2nRH + 2nR? = 
- 2nH(R * H) 
V = 8... ° H = nRH 


pagr. 


Skrituliai su centrais O, ir 
O, - ritinio pagrindai. 

AB - sudaromoji (AB = () 
Н - ritinio aukštinė (Н = /) 
Stačiakampis MPST - 


ašinis pjūvis. 
Ritinio išklotinė - stačiakampis ir du Q 
skrituliai. 
H 
278 


96. Kügis 


Taškas S - kūgio viršūnė 

SA = ( - sudaromoji 

SO = H - kūgio aukštinė 

OA = R - pagrindo spindulys 

BC - 2R - pagrindo skersmuo 

ASBC - ašinis pjūvis 

ZSBO = y - sudaromosios pasvirimo | 
pagrindo plokštumą kampas. | 
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Kūgio išklotinė - skritulio išpjova ir 
skritulys 
Išklotinės lanko ВСВ, ilgis lygus 21RH 


Šoninio paviršiaus plotas 
9,5. - TRL 

Pilno paviršiaus plotas 
Заа = TR( r R) 

Kūgio tūris 
V = Ž1RH 


97. Nupjautinis kūgis 


rir R - pagrindų spinduliai 

AB = / - sudaromoji 

о - sudaromosios pasvirimo į pagrindo 
plokštumą kampas 

О,О, = H - aukštinė 


5,, = Tr + R) 
Suas = Tr + R) + nR? + nr? 
V = + лН(К + rR + r) 


98. Rutulys 


CD - sferos skersmuo 
АМ = MB >=> OM LAB 


Rutulio paviršiaus plotas 
S = 4nR? 


Rutulio tūris 
4лВ3 


vem 
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Rutulio nuopjova 
H - nuopjovos aukstiné 


r - nuopjovos pagrindo spindulys 

r = NHO2R- Hy H, 
Rutulio nuopjovos paviršiaus plotas 

S = 2nRH = т(г? + H?) H, 


Rutulio nuopjovos tūris 
V 2 aH(R - ТН) 


Rutulio sluoksnis 


H - sluoksnio aukštinė 
R - rutulio spindulys 
r, ir r, - pagrindu spinduliai 


S = 2nRH 


V = d nH(3f, + 3% + H?) 


Rutulio išpjova 


H - nuopjovos aukštinė 
r - nuopjovos pagrindo spindulys 
R - rutulio spindulys 


<=" 


S = nR(2H + r) 


— 2nR'H 
у= 3 
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Pvz.: 


1. Įrodykite, kad jeigu trijų rutulių spinduliai sutinka kaip 
1 : 2: 3, tai didžiausio rutulio tūris 3 kartus didesnis už dviejų 
mažesniųjų rutulių tūrių sumą. 
Įrodymas. 
Sakykime, R, - mažiausiojo duotuju rutulių spindulys. Tada 
antrojo ir trečiojo rutulių spinduliai 2R, ir 3R,. 
Tada trijų rutulių tūriai: 
V, = +R ; V, = Ž1(2R,Y; V, = (ЗЕ) 
Iš čia 3(V, + V) = +x(3R° + 248°) = $m 27R, = 
4 
= (38, = V} 


2. Kūgio aukštinė lygi 20 cm, atstumas nuo pagrindo centro 
iki sudaromosios lygus 12 cm. Raskite kūgio tūrį. 


Sprendimas. 
S OK.LSN 
OK = 12 cm 
ASKO : SO? = SK? + KO? 
Iš čia SK = 16 


ASKO - ASON, nes ZKSO bendras 
ir ZSKO = ZSON = 90°. 


Iš panašumo seka: 


SC ed ү, АВ. 
SO T ом, “У. 29 ОМ , 


Iš čia ON = 15. 
Tada V = 5 лА?Н = +zON?: SO = +z-225- 20 = 15007. 


Ats.: 15001 ст. 
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3. Apvalios varinés 2 mm storio vielos ritinio masé - 3,52 kg. 
Koks vielos ilgis metrais, jei vario vieno kubinio decimetro masé - 
8,8 kg. Atsakymą suapvalinkite iki dešimčių metrų. 


Sprendimas. 


Surandame vielos ritinio türj: 
3,52 : 8,8 = 0,4 (dm?) 
0,4 dm? = 0,0004 m? 


R = 1mm = 0,001 m 
V = nržH 
0,0004 = 3,14 *(0,001)?- H, 


H = — 20004 
3,14 *0,000001 


Н = 127,389 = 130m 
Ats.: 130 m. 


4. Kiek 2 cm skersmens rutuliuku galima nulieti i$ metalinio 
kubo su 4 cm ilgio briauna? 


Sprendimas. 
Kubo türis 4? = 64. 


' ЭРТ. 
Vieno rutuliuko tūris ++ 1? = £ 


X e _48 
М 4л n 


3 
Kadangi 15 «-2- < 16, tai galima nulieti 15 tokių 
rutuliukų. 


Ats.: 15. 
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5. Drenažo vamzdžio, kurio skerspjūvis pavaizduotas 
paveiksle, vidinis skersmuo 12 cm. Kiek vandens nutekės šiuo 
vamzdžiu per 1 valandą, jei srovės greitis 0,4 m/s ir jei vanduo 
užima pusę vamzdžio skerspjūvio. 

Laikykite x = 3,14. 

Atsakymą pateikite 
kubiniais metrais, suapvalinę 
iki vienetų. 


Sprendimas. 
Vandens skerspjūvio spindulys r = 0,06 m. 


Vandens skerspjūvio plotas lygus: 


S = + nr? = $. 3,14- (0,06) =0,005652 (m?). 
- 04 E 
047. = 27 «14404 
3600 


Vandens, nutekančio per 1 valandą, tūris 
V = 0,005652: 1440 = 8,1388 = 8 (m?). 


Ats.: 8 mš. 


6. | taisyklingaja trikampe prizme jbréztas ritinys. Ritinio türis 
lygus V. Raskite prizmės tūrį. 


Sprendimas. 

Ritinio ir prizmės aukštinės 
lygios H. 

Prizmės pagrindo kraštinę 
pažymime x, tada ritinio 
pagrindo spindulys E: : 
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Randame prizmės ir ritinio tūrių santykį: 


es Gun 
M ies = 4 V nirio! 
kinės = 3 V. 
Ats. m V. 
Uzdaviniai. 


1. Keturi rutuliai, kurių spinduliai r, liečia vienas kitą. | lomele, 
susidariusią tarp jų, įdėtas dar vienas tokio pat spindulio rutulys. 


Raskite atstumą nuo penktojo rutulio aukščiausio taško iki 
plokštumos. 
Ats.: rN2 (1 + 12). 


2. Rutulys liečia visas kubo briaunas. Raskite rutulio dalies, 
esančios kubo viduje, tūrį, jei kubo briauna lygi a. 


Ats.: ® (15 - 8/2). 


3. Kügio pagrindo spindulys lygus 20 cm, atstumas nuo 


pagrindo centro iki sudaromosios lygus 12 cm. Raskite kügio 
šoninio paviršiaus plotą. 


Ats.: 5001 ст. 


4. Kūgio aukštinė lygi 12 cm, o pagrindo spindulys lygus 3 
cm. Kokiu atstumu nuo kūgio viršūnės reikia nubrėžti pjūvį, 
lygiagretų pagrindui, kad jo plotas būtų lygus x cm? ? 


Ats.: 4 cm. 
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5. Ritinio ašinio pjūvio plotas lygus 20 cm2. Raskite jo šoninio 
paviršiaus plotą. 
Ats.: 201 ст. 


6. Kūgio pagrindo spindulys 3V2” cm, sudaromosios ilgis - 
6 cm. Raskite: 
a) kūgio aukštinę; 
b) kampą tarp sudaromųjų, per kurias eina ašinis pjūvis; 


c) kokiu atstumu nuo viršūnės reikia nubrėžti plokštumą, 
lygiagrečią pagrindui, kad kūgio pjūvio plotas būtų lygus ašinio 
pjūvio plotui. 


3 
Ats.: a) 342: cm; b) 90°; с) Xr cm 


99. Koordinačių metodas 


Atkarpos vidurio koordinatės: Atkarpos AB taškas M dalija atkarpą 
AB santykiu k (skaitant nuo A), jei 
x = 5% АМ = КМВ (k ғ - 1). 
Taško M, dalijančio atkarpą AB 
Ilgis atkarpos kordinatėmis santykiu k, koordinatės: 
(atstumas tarp dviejų taškų): 


MN = |x, - х, | „= Ae 
М(х,) М(х.) Аб) Мх.) В(х,) 
9 С(Х) 


Atkarpos vidurio koordinatés: 


АС = СВ = (455557) 


Atkarpos ilgis koordinatémis: 


AB = V(x, - X? + (y, - X^ 


Tiesės lvati Taško koordinatės erdvėje 


Tiesės lygtis: ax + by + c = 0 


Kubo taškų koordinatės 
a,bcž0 a=0 b=0 y 679 
j y (Лох У (Поу Oe О(0:0:0) | A(0;:a;0) 
B(a; a; 0) C(a; 0; 0) 
š 9 О,(0:0:а) A,(0; a; a) 
7 ^ g — б х 5 x B,(a;a;a) Са; 0;а) 
ах + ђу+с= 0 by+c=0 ах+с= 0 ах + Бу = 0 
Tiesés su krypties koeficientu lyg- M Че (c # 0) Atkarpos vidurio koordinatės: 
tis (b = 0) — = 1 
m 
= kx + n E * * + 
Цагд : 255542 
x x 
o Š Atkarpos AB ilgis: 
Tiesés, einančios per tašką М(х; y) y =y, + k(x - x.) в = VX -x + (уур +(z -z) 
su krypties koeficientu k, lygtis : i | r (у,-Х/ + (y, Y + z, - 22 х 
Dviejų tiesių lygi = 
viejų tiesių lygiagretumo sąlyga k, = k, Taško M, dalijančio atkarpą AB santykiu k, k * 1, koordinatės 
Tiesių statmenumo sąlyga kk 2-1 AM =k MÈ M +k% . у + Ку. z + Ка, ) 
bs 1 +k T*k ^» ТЕК. 
Kampas tarp dvieju nestatmenu {да = + 
tiesiu "S Plokš i 


Plokštumos lygtis: 
Apskritimo lygtis ax +by +cz +d = 0 


Plokštumu lygtis: 


Su centru koordinačių pradžioje х2 + y2 = р 
x = 0 - plokštuma yOz 
Su centru taške M(x,; y,) xX-x) + (у-ур = P y = 0 - plokštuma xOz 
н a A d z = 0 - plokátuma хОу 
Bet kuri х2 + y? + ax + by + с = 0 tipo lygtis уга arba apskritimo, arba ax+by+cz+d=0 
nta, р, с)10 


taško lygtis, arba tuščia aibė. 


(normalinis vektorius) 
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100. Vektoriai ir koordinatės 


= ara AB Pradžia Pabaiga 
y B 
а - vektoriaus s ilgis (arba atkarpos ilgis) 
АВ = [2| = |AB| 


22 


3 


TT vienakrypčiai; 7], priešingų krypčių - kolinearüs. 
Pvz. 
-> > 
AD = BC. Nustatykite keturkampio ABCD rūšį. 


Sprendimas. 
Iš lygybės AD= BC seka, kad keturkampio ABCD kraštinės 
AD ir BC lygios ir lygiagrečios. Vadinasi, ABCD - lygiagretainis. 


Vektorių lygybė: a=b Pedal lalz ЛБ) 


Statmenieji vektoriai: al b e Za B ) = 90° 
Komplanarüs vektoriai - tai vektoriai, esantys vienoje 
plokštumoje arba lygiagrečiose plokštumose. 


B C 


1 АА, BB, - - komplanarüs 
ХА, DC, DA- nekomplanarūs 


Uždaviniai. 


1. Vektoriai à + 2b ir à - 3b kolinearūs. Įrodykite, kad 


e s 7039. = А L 
vektoriai a irb kolinearūs. 
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Sprendimas. 
Sakykime, kad vektoriai a ir b nekolinearüs, tada 
Àz- 26, ty. а + + 2b z0 ir tada egzistuoja toks skaičius k, kad 
4-3 = k@ + 26). 
Iš čia seka, kad 2kb + 3b = ьа. ка, "B(2k +3)= ati - К) 


Jei 2k + 3 70, tai = =. а. 5 
Jei 2k +3 = 0, ty. k=- 1,5, tai 1-k 0, аіёкиа -+Š p. 
Bet kuriuo atveju i$ lygybés seka, kad vektoriai Zir 


kolinearūs. 

Gavome prieštaravimą. 

Prieštaravimas atsirado tarus, kad vektoriai dir b 
nekolinearüs. Vadinasi, vektoriai а ir b kolinearüs. 


2. Atkarpa EF jungia tetraedro ABCD briaunu AC ir BD 
vidurio taškus. Įrodykite, kad 2EF = BA + DČ. Ar vektoriai FE, BA 


ir DC komplanarüs? 


Sprendimas. 


Kadangi taškas E - tkarpo s AC 
vidurio taškas, tai F Sera 


> — 2 
2FĖ = (FB + BA) + (FD + DC) = 
= (BA + DÓ) + (FB 
Kadangi ЕВ. + FD = 
tai 2FE = BA + DC. 
Iš to, kad vektori FĖ galima išreikšti 
vektoriais ВА | ir DC, tai vektoriai FÉ, 


A BA ir DC komplanarüs. 
3 K M Duota: AABC, AK = KB, AM = MC. 
Įrodykite, каа КМЇЇВС, KM = +BC. 
B C 
[rodymas. 


Iš sąlygos AK = KB - AK = 
Iš sąlygos AM = MC se a, AM 
Bet KM = AM - AK = ЇЕ 
Gautoji lygybé jrodo, kad КМ || 
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Vektorių sudėtis Sprendimas. 


— 
BK = BM + MK. 
-Э 
Kadangi BM = + BA =- ТАВ = -16 tai BK = - 
> > 
BC = 2BK, vadinasi, 
— 
BC = 2(- 16 +n) 
> > > 
ВС =2п-с 
ES - > 
AK = AM + MK 
AK= 1 +n 
— > ә > 125. 9 
Ats.: ВС =2n-c, АК = ç c + n. 


Vektoriaus dauginimas i$ skaiciaus 


-> 
m; |M l= k llalir jeigu k > O, tai a irm ТЇ 
k«0,taia'irm N. 


Ф], 
I 


> > э 
АС -АВ =ВС 


Brėžinyje Ме trikampio vidurinė 
liniją. AB = c, MK = n. Išreikškite BC 
ir AK. рег duotuosius vektorius. 
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Skaliarinė vektorių sandauga 


= |PIP} cos( à B 


) 
Jei alb b , tai bz 0. 


d?-|[a p. 
B 
Pvz. Brėžinyje duota AB = BC, AD = DC, 
AC=7,0- pusiaukraštinių susikirtimo 
taškas. Raskite AO- AC 
D C 
Sprendimas. 


Sakykime, ZOAC - a, tada АО. АС = AO -AC * cosa. 


ЛОРА: cosa = Æ. 


š čia AO. AC = „AD _ Е ro 
Iš čia АО, AC = AO: AC: >>> = AC: AD = AC- = = 24,5. 


Vektoriaus koordinatės plokštumoje 


— 
AB(x, - X; y, - Y,), kur A(x,; y,); BG; у,). 


A 


Vektoriu 


o 


Jei al B, tai хх, + VY, = 0 


Vektoriaus a ilgis Га! = Nk ы y, „kur a a (х, y.) 


(dirb kolinearūs) S GT - X ) 
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Pvz. Duoti vektoriai a (1; 0) irb (1; 1). Raskite tokį skaičių k, 


kad vektorius a + kb būtų statmenas vektoriui а, 


Sprendimas. 2 
а(а + kb) = 0 
а? + кар = 0 
1+ К(1:1+ 0-1) = 0 
1+ к= 0 
Ats.: - 1. 


Atstumas tarp taškų A(x,; y,) ir В(х,; yj): 


AB = V(x, - x + (y, - у) 


A p B 


- 


Atkarpos AB vidurio taško D(x; y) koordinatës lygios: 


— X, + X LI = УУ; 
х= ний yy mrs 


Pvz. Duota: ЛАВС, AM - pusiaukraštinė, A(2; - 6); B(5; 3), 
С(1; 1). 
Raskite: AM. 


Sprendimas. 
BC vidurinio ta$ko M koordinatés yra (3; 2). ЭЭ, 
АМ = Ү(3- 2} + (2 + 6 = V1 +64 -465. 


Ats.: N65. 


Kampo tarp vektoriu zx; y) ir b (x; y,) kosinusas: 


ET EI CET 
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Pvz. Lygiašoniame trikampyje ABC AB = BC = 8. Taškas ktori = PT А Bx apes košin р 
E dalija šoninę kraštinę AB santykiu 3 : 1, ty. BE: EA = 3: 1. Kampo tarp vektorių а(с, y, 2,) ir Б(Х, У, 22) шин 
Raskite kampą tarp vektorių CE ir CA, jei CA= 12. XX + y y, +22 


cosZ(a ; b) = rr ШТ 


Sprendimas. 
Įvedame koordinačių sistemą Oxy 


> E 
Vektoriai ya ir b(x,; у„; z.) kolinearüs: 
taip, kaip parodyta brėžinyje. sktorial ab ya) тры 22 


OA = OC ei EEE, 
ABOC: OB = NBC? - OC? = 217. х h 5 
АЁ = 1 AB; — 
"a Jei al б, tai: хх, + yy, + 2,2, = 0 
CE = СА + + AB > 
i 4 Vektoriaus AB vidurio taško D(x; y) koordinatės, jei A(x,; 
= . B . . 2 
Vadinasi, CA(- 12; 0), AB(6; 2N7 ), СЕ(-21 ;-7 ). Уз: 2. Во yz Za) 
> > А = Ye, = AU in 
Pazymime Z(CE ; CA ) = a. a m. dB 
Tada sokius 28 12-62: 5 эт | Pvz. Raskite vektoriaus AB ilgį, jei A(3; 5; 1) ir B(5; 6; 3). 
12 [2 4— 
Ats: AT | > Sprendimas. 
8 
IAB|= v t ЗУ + (6-57 + 6-1} =14+1+4= 
Vektoriaus koordinatės erdvėje - 1 
-Э 
Ats.:| AB = 3. 
Jei a (x; yz) irb (х, y;; Z,), tai: s: B 
S АР, (x, * ш y, + Ya Z, + Z) Pvz. Duoti keturi taškai A(0; 1; - 1), B(1; - 1; 2); C(3; 1; 0), 
mu "i 1 Д JER 2) D(2; - 3; 1). Raskite kampo y tarp vektoriu AB ir CD kosinusa. 
Vek kali d Sprendimas. 
4 tenu. аг D ЭКӨМӨППӨ sandauga: Randame vektoriaus AB koordinates ir Es 
aD = xx, + уу, + 2,2, 1-0=1;-1-1=-2;2-(-1)= 
Vektoriaus alkų Vi 2,) Ilgis: AB = C2» + 37-414 
LAA АВ 8 TF E2) 


— 
Randame vektoriaus CD koordinates ir ilgį: 
2-3=-1;-3-1=-41-0=1; 
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ICO = XC 1 + C4 € 17= 18 


T АВ-СО 
Y “ТАВМСБ! 
101) + C2)- 4) * 3*1 
EUNT VAR TB" 
5 

COSY = 63 ` 

Ats.: ——. 
V63 


Pvz. Uagrinėsimė vektorius a( x -2 ; VX; 2) ir b(NX -2; 
4Х-3:-4Х-1х42) 


1. Apskaičiuokite skaliarinę sandaugą г “ар: 
2. Su kuriomis х reikšmėmis vektoriai а? їг b yra statmeni? 


Sprendimas. 


25 = Үх-2-\х-2+Үх-Үх-3 + 3 X-4 x+ )5 
-x-2 Nx x-3 -3VX -х +2 = Nx Nx 3 -Vx = ҮХ(Үх-3 - 3). 


Vektoriai ц ir b statmeni, ка p. = 0. 
Vadinasi, Nx (Vx -3)70. 
Iš čia чето т Үх-3 sa 
x=0 Ax-323 
х-3= 9 
х = 12. 


x = 0 (netinka, nes netenkina salygos x > 3). 


Ats.: 12. 
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———Á— E 


Uzdaviniai. 


1. Duotas gretasienis ABCDA, B C.D. 


171 


Raskite sumą: D.C + AA, +С + Сб. 


Ats.: D.B. 


2. Raskite vektoriu al- 2; 3; 1) ir B(5; 7; - 4) skaliarinę 
sandaugą. 


Ats.: 7. 
TS 3. Raskite kosinusa kampo tarp vektoriu al- 1; 2; - 2) ir 
b(6; 3; - 6). 

Ats.: + 


4. Apskaičiuokite koordinačių ašies Oy taško, vienodai 
nutolusio nuo taškų A(2; - 1; 1) ir B(0; 1; 3), koordinates. 


Ats.: (0; 1; 0). 


5. Trikampio viršūnių koordinatės yra A(3; - 2; 1), B(3; 1; 5), 
C(4; 0; 3). Apskaičiuokite trikampio kampo BAC kosinusa. 


< 
Ats.: cos BAC =H, 
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101. Aibés 


ac A - ауга aibės A elementas, 
ра A -b nėra aibės A elementas. 


A c B - aibé A yra aibés B poaibis, 
t.y. kiekvienas aibės A elementas 
priklauso aibei B. 


A U B - aibių A ir B sąjunga, t.y. aibė, 
sudaryta iš elementų, priklausančių 
nors vienai iš aibių A arba B. 


ANB- aibių A ir B sankirta, t.y. aibė, 
sudaryta tik iš tokių elementų, kurie 
yra bendri abiems aibėms Air B. 


ANB - aibių A ir B skirtumas, t.y aibė, 
sudaryta tik iš tokių aibės A elementų, 
kurie aibei B nepriklauso. 


0 arba (0) - tuščia aibė. 
n(A) - aibės A elementu skaičius. 


Aibių užrašymo būdai: 


ibé 15 15 81 
А = (a,,a,, ..., a.) - aibė, sudaryta iš elementu a,, a;, 
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102. Kombinatorika 


Pagrindinės taisyklės 
Kombinatorinės sudėties taisyklė. 


Jei aibės A ir B neturi bendrų elementų, tai vieną elementą 
iš jų sąjungos galima išrinkti n(A) + n(B) būdais. 


Pvz. Mama Andriui gimimo dienos proga pažadėjo nupirkti 


magnetofoną arba dviratį. Parduotuvėje buvo 4 rūšių dviračių ir 6 


rūšių magnetofonu. Keliais būdais Andriui mama gali parinkti 
dovaną? 


Sprendimas. 
Vieną daiktą galima pasirinkti 4 + 6 = 10 būdų. 


Ats.: 10 būdų. 


Kombinatorinės daugybos taisyklė. 


Iš aibių A ir B galima sudaryti lygiai n(A). n(B) tokių elementu 
porų (а; Б), ae A, be B. 


Pvz. Pintinėje yra 8 obuoliai ir 12 kriaušių. Keliais būdais 
galima pasirinkti ir obuolį, ir kriaušę? 


Sprendimas. 
Ir obuolį, ir kriaušę galima pasirinkti 8: 12 = 96 būdais. 


Ats.: 96 būdais. 
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Kėliniai, gretiniai, deriniai 
Faktorialas n! = 1 :2:3 ..- n, kai n 22 
1! = 1, 0! = 1. 


Pvz. 44 = 4*3-2-1 = 24. 


Kéliniai 
Bet kuris tam tikro skaičiaus objektų dėstinys vadinamas 
kėliniu. 


Pvz. Iš skaitmenų 1, 2, 3, 4, 5 sudaromi penkiaženkliai skai- 
čiai, nesidalijantys iš 5 ir neturintys vienodų skaitmenų. Kiek yra 
tokių skaičių? 

Sprendimas. | | 

Iš penkių skirtingų skaitmenų galima sudaryti Р, репкїа- 
ženklių skaičių. Skaičių, kurie dalijasi iš 5, t.y. jų paskutinis skaitmuo 
5, yra P,. Vadinasi, uždavinio sąlygas tenkina P, - P, = 5! - 4! = 
= 120 - 24 = 96 skaičiai. 


Ats.: 96 skaičiai. 


Gretiniai 


Bet kuris k (k < n) elementų, paimtų iš n elementų aibės, 
dėstinys vadinamas gretiniu iš n elementų po k. 


k n! 


А, R 


A = n(n - 1):....(п-К+ 1) 
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Pvz. Klasėje уга 15 berniukų ir 15 mergaičių. Koncertui reikia 
šokėjų poros, dainininkų poros ir skaitovų poros (kiekvieną porą 
sudaro berniukas ir mergaitė). Kiek yra būdų tai padaryti? 


Sprendimas. 

Iš 15 berniukų parinkti 1 šokėją, 1 dainininką ir 1 skaitovą 
galima АЎ būdų. Iš 15 mergaičių parinkti 1 šokėją, 1 dainininkę ir 
1 skaitovę yra As; büdu. Pagal sandaugos taisykle Sokéju, 
dainininku ir skaitovu poroms parinkti yra Аў. A. büdu. 


Ats.: (15: 14-13). 


Deriniai 
Junginiai i$ n elementu po k, kurie skiriasi vienas nuo kito 
nors vienu elementu, vadinami deriniais. 


ez -1)..(n-k*1 
C* = 141-1). (п-к+1) 


K. n! 
C, = Кп - k)! 
Cup 


p + C. = e 
Catene 


Pvz. 15 20 firmos darbuotojų 5 žmonės turi vykti tobulintis. 
Vadybininkas ir du vyresnieji inžinieriai negali išvykti vienu metu. 
Kiek gali būti skirtingų vykstančios grupės sudėčių? 


Sprendimas. 

Iš 20 Žmonių išrinkti penkis yra e būdų. Iš šio skaičiaus 
reikia atimti tuos variantus, kai vadybininkas ir du vyresnieji inžinieriai 
įeina į važiuojančiųjų grupę. Jei vadybininkas ir du vyresnieji 
inžinieriai įeina į penkių žmonių grupę, į likusias dvi vietas parinkti 
2 žmones iš septyniolikos yra C7, būdų. 
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Vadinasi, vykstančios grupės sudėčių gali būti: 


5 
С» 


2 _ 20! ү. 
-Cy = 245! ` S E = 15368. 


Ats.: 15368. 


Paskalio trikampis 


Paskalio trikampis yra binomo (a + b)^ skleidinio koeficientų 


lentelė: 
п= 0 

п = 1 

п = 2 

п = 3 

п= 4 

1 


б; 
c? 
Pvz. 

1 
1 

4 
(a + Б)" = 
Pvz. 
(a + b)! = 
(a + b) = 


0 C, 
: C, | Č 
C C C? 
2 1 ° 2 2 3 
C C; C; 
1 
c c; c; c 
1 
1 1 
2 1 
3 3 1 
6 4 1 


Binomo formulė 


1 
а" *C,a-'b + C'an-2b2 +... + b". 


af + 4ašb + 6a?b? + 4ab? + b4; 
a? + 5a*b + 10a?b? + 10a?b? + 5ab* + b5. 
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103. Tikimybiu teorija 


Įvykis 
Bandymo arba stebėjimo rezultatas vadinamas įvykiu. 


Du įvykiai vadinami sutaikomais, jei jie gali įvykti kartu to 
paties bandymo metu. 


Pvz. Bandymas. Metamas lošimo kauliukas. Įvykis A - 
atsivertė 4 akutės. Įvykis B - atsivertė lyginis akučių skaičius. Įvykiai 
Air B sutaikomi. 


Du įvykiai vadinami nesutaikomais, jei jie negali įvykti kartu 
to paties bandymo metu. 


Pvz. Bandymas. Vieną kartą metamas lošimo kauliukas. 
Įvykiai A,, А„ A, - atitinkamai iškrito viena, dvi, trys akutės. Tie įvykiai 
yra nesutaikomi. 


Du įvykiai A ir A vadinami priešingais, jei to paties bandymo 
metu jie nesutaikomi ir vienas jų būtinai įvyksta. 


„Pvz. Bandymas. Metama moneta. Įvykis А - atsivertė herbas, 
įvykis A - atsivertė skaičius. 


Įvykis vadinamas būtinu, jei atlikus bandymą, jis visada 
įvyksta. 

Įvykis vadinamas negalimu, jei atlikus bandymą jis niekada 
neįvyksta. 


Pvz. Bandymas. Iš dėžės, kurioje visi rutuliai balti, 
traukiamas rutulys. Įvykis A - ištrauktas baltas rutulys - būtinas. 
Įvykis B - ištrauktas juodas rutulys - negalimas. 


Įvykis vadinamas atsitiktiniu, jei atliekant bandymą jis gali 
įvykti, gali ir neįvykti. 
Atsitiktinių įvykių aibė: A = (w,, W,, ... м). 
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Pvz. Įvykis - iškrito 6 akutės metant lošimo kauliuką - 
atsitiktinis. Jis galėjo ir neįvykti. 


Įvykių A ir B suma vadinamas įvykis C = А + B, kuris reiškia, 
kad įvyko arba įvykis A, arba įvykis B. 

Įvykių A ir B sandauga vadinamas įvykis C = A-B, kuris 
reiškia, kad įvyko ir įvykis A, ir įvykis B. 


Pvz. Bandymas. Du šauliai šauna į taikinį po vieną kartą. 
Įvykis A - pataiko į taikinį pirmasis šaulys. Įvykis B - pataiko į taikinį 
antrasis šaulys. Įvykis A + B reiškia, kad pataikė į taikinį pirmasis 
arba antrasis šaulys. 

Įvykis AB - pataikė į taikinį ir pirmasis, ir antrasis šauliai. 


Nagrinėjamo bandymo įvykių aibė, kai vienas jų bandymo 
metu būtinai įvyksta, o bet kurie du iš jų nesutaikomi, vadinama to 
bandymo elementariųjų įvykių aibe. 

Elementariųjų įvykių aibė: и = {u}, u,, ..., и}. 


Pvz. Bandymas. Metamas lošimo kauliukas. Iš įvykių u, - 
"atsivertė dvi akutės", u, - "atsivertė keturios akutės", u, - "atsivertė 
šešios akutės" susideda įvykis u - "atsivertė lyginis akučių skaičius". 


Tikimybės apibrėžimas 
P(A) = т. 


Įvykio A tikimybe vadinamas santykis įvykiui A palankių 
įvykių skaičiaus su visų galimų elementariųjų įvykių skaičiumi. 

Pvz.: 

1. Raskite tikimybę įvykio, kad metant lošimo kauliuką, iškris 
lyginis akučių skaičius (įvykis A). 


Sprendimas. 


2. Dėžėje yra 20 vienodų rutulių, iš kurių 12 balti ir 8 juodi. 
Atsitiktinai išimami du rutuliai. Raskite tikimybę įvykio, kad vienas 
jų baltas, kitas juodas. 


Sprendimas. 
m = 12.8 
n = CZ 


Tikimybiu savybés 


Dviejų nesutaikomų įvykių sąjungos tikimybė lygi tų įvykių 
tikimybių sumai. 
P(A U B) = P(A) + P(B). 


Pvz. Bibliotekoje atsitiktine tvarka lentynoje sustatyta 15 
vadovéliu, kuriu 5 nauji. Bibliotekininké atsitiktinai paémé 3 
vadovélius. Raskite tikimybe jvykio, kad bent vienas paimtu 
vadovéliu naujas. 


Sprendimas. 
Sakykime, įvykis B - vienas vadovėlis naujas. Įvykis C - du 
vadovėliai nauji. Įvykis D - trys vadovėliai nauji. 
Ieškomas įvykis A=B+ C+ D. 
P(A) = P(B) + P(C) + P(D) 


СОС; _ 45 
P(B) = => = -3T 
CC 20 
P(C) бт 5 ES 
бз 1 9 
PD)-ci “эг 
45 20 . € . 67 
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Priešingo įvykio tikimybė 


Priešingų įvykių tikimybių suma lygi vienetui: 
P(A) + P(A) = 1. 


Pvz. Dėžėje yra 10 detalių, iš kurių keturios dažytos. 
Atsitiktinai ištraukė tris detales. Raskite tikimybę įvykio, kad ištraukta 
bent viena dažyta detalė. 


Sprendimas. 
Įvykis A - nė viena ištrauktųjų detalių nėra dažyta. 


© 
o 
л 
+ 


AL _ 6:54 _ 
P(A)= ct 709.8 = 


Ieškoma tikimybė P(A) = 1 - 1 =. 


.5 
Ats.: r3 


Sankirtos tikimybé 


Nepriklausomų įvykių sankirtos tikimybė lygi tų įvykių 
tikimybių sandaugai. 


Pvz. Metama moneta ir lošimo kauliukas. Raskite tikimybę 
įvykio, kad atsivers herbas ir lyginis akučių skaičius. 


Sprendimas. 
Tikimybė įvykio B - atsivers herbas - lygi: ne: Tikimybė 
įvykio C - atsivers lyginis akučių skaičius - lygi: P(C) = = 1. 


Ieškoma tikimybė: P(A) = P(B) -P(C). 


PA)-i- l2 т. 


ю|— 


“1 
Ats.: T 
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Jei A ir B - priklausomi įvykiai, tai sąlygine tikimybe P (B) 
vadinama įvykio B tikimybė, apskaičiuota žinant, kad įvykis A jau 
įvykęs. 

Dviejų priklausomų įvykių sandaugos tikimybė lygi 
sandaugai vieno šių įvykių tikimybės ir kito įvykio sąlyginės 
tikimybės: P(AB) = P(A)P (В). 


| Pvz. Firmoje dirba septyni vyrai ir trys moterys. Pagal sąrašo 
numerius atsitiktinai parenkami trys žmonės. Raskite tikimybę įvykio 
kad visi išrinkti žmonės yra vyrai. | 


Sprendimas. 
ҮС Sakykime, įvykis A - pirmasis išrinktas žmogus yra vyras, 
įvykis B - antrasis išrinktas vyras, įvykis C - trečiasis išrinktas vyras. 

| Tikimybė įvykio, kad antrasis išrinktas vyras su sąlyga, kad 

pirmasis išrinktas jau buvo vyras, t.y. sąlyginė tikimybė įvykio B 
lygi: Р,(В) = S = 2. 

Tikimybė įvykio, kad trečiasis bus išrinktas vyras su sąlyga, 
kad pirmieji du išrinktieji yra vyrai, t.y. sąlyginė tikimybė įvykio C 
lygi: P. (C) = £. 

leškomoji tikimybė, kad visi trys išrinktieji уга vyrai lygi: 


P(ABC) = P(A): P (B): P (C) = 2.2.5 = 7. 


Ats.: i. . 


Pilnos tikimybés formulé 


Tikimybé ivykio A, kuris gali įvykti tik kartu su vienu iš įvykių 
Bo В» -8, kurie sudaro pilną tarpusavyje nesutaikomų įvykių 
grupę, lygi sandaugų kiekvienos hipotezės tikimybės iš atitinkamos 
įvykio A sąlyginės MI sumai: 

P(A) - P(B, )* Ээ? ) Р, (A) +... + P(B,) -P, (A), kur 


n 


Р(В,) + P(B,) +... А Кай i 
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Pvz. | dėžę, kurioje yra du rutuliai, įdėtas baltas rutulys, po 
to atsitiktinai traukiamas vienas rutulys. Raskite tikimybę įvykio, kad 
atsitiktinai ištrauktas rutulys bus baltas. 


Sprendimas. 

Sakykime, įvykis A - ištrauktas baltas rutulys. Galimos šios 
hipotezės apie pirminę rutulių sudėtį dėžėje: B, - baltų rutulių dėžėje 
nebuvo, B, - vienas baltas rutulys buvo dėžėje, B, - buvo du balti 
rutuliai dėžėje. 

Visų trijų hipotezių tikimybės lygios: 

P(B,) = Р(В,) = P(B) = +. 

Sąlyginė tikimybė įvykio, kad ištrauktas baltas rutulys, jei iš 
pradžių dėžėje nebuvo baltų rutulių, lygi: P, (A) = i. 


Salyginé tikimybė įvykio, kad ištrauktas baltas rutulys, jei iš 
pradžių dėžėjė buvo vienas baltas rutulys: P, (A) - 2. 


Salyginé tikimybė įvykio, kad ištrauktas baltas rutulys, jei 
iš pradžių dėžėje buvo du balti rutuliai, lygi: Р, (A) = $ = 


leškoma tikimybé: 
P(A) = Р(В,УР, (A) + P(B,)P, (A) + P(B,)P, (A) = 


2 2 
Ф4--.22-41.1:2 
3 1 3.“ 


ор|- 


dl L 3. 
3 3 8 


„2 


Bernulio bandymas 


Nepriklausomi bandymai, kai pirmame bandyme stebime 
įvykį A,, antrame - A,, ..., n - tame A; P(A)=P(A)=4=P(A = 
= p, vadinami Bernulio bandymais. 

Tikimybė, kad įvyks k stebimų įvykių, lygi: 

Р (к) = C, p'q'-*, q = 1 - p. 
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Pvz.: 


1. Kokia tikimybé, kad metant lošimo kauliuka dešimt kartu, 
3 akutés atsivers lygiai 2 kartus? 


Sprendimas. 
n-10k-2p- е,451-р-4. 


P(A)= С2(2)2 -(2-)е = -105..5 „ 0.29. 
Ats.: = 0.29. 


2. Moneta meta penkis kartus. Raskite tikimybę įvykio, kad 
herbas iškris mažiau negu du kartus. 


Sprendimas. 

Ieškomoji tikimybė Р = Р.(0) = Р.(1) = CL 1) (L ) + 
1 1, А ul 5. 0 B 

“бус ecu ep e 
NS. 

Ats.: -7 : 


Atsitiktiniai dydžiai 
Atsitiktinis dydis yra toks dydis, kuris po bandymo įgyja 
konkrečią, iš anksto nežinomą skaitinę reikšmę. 
и Atsitiktinis dydis Zymimas X. X, X,, ..., X, - atsitiktinio dydžio 
reikšmė, р,, р,, ... , p, - tų reikšmių tikimybės. 
Atsitiktinio dydžio skirstinys 
X X, en X. 
P ГОР; р, d | p. 


Atsitiktinio dydžio matematinė viltis ( vidurkis) 


EX = Xp, + XD, +... + Xp 


nn 
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Atsitiktinio dydžio dispersija 
DX = E(x - EX)? arba DX = EX? - (EX). 


Pvz. 

Tarp 10 detalių yra 8 standartinės detalės. Atsitiktinai 
išrenkamos dvi detalės. Atsitiktinis dydis x - standartinių detalių 
tarp išrinktųjų skaičius. Parašykite jo skirstinį. 


Sprendimas. 
Atsitiktinis dydis x turi galimas reikšmes х, = 0; x, = 1, 
x, = 2. cic? i 
Tada P(x = 0) = Ec 35^ 
CHO, _ 46 
P(x=1)=- r= =% 


leškomasis atsitiktinio dydžio x skirstinys: 


ЁО Е Ёс 2 
PT |. | 2 
45 45 45 


16 28 


bee . 1 16 Os 
Patikrinimas: zz +35 + 35 = 1. 


Vidutinis kvadratinis nuokrypis с = VDX.. 
Binominis skirstinys 


Binominiu vadinamas skirstinys atsitiktinio dydžio x - įvykio 
pasirodymų n nepriklausomuose bandymuose skaičiaus, kurių 
kiekviename įvykio pasirodymo tikimybė lygi p; tikimybės galimos 
reikšmės x = k (įvykio pasirodymo skaičiaus k) skaičiuojama pagal 
Bernulio formule P (k) = C* ра, kur q = 1 - p. 

х 10 1 2 |... |n - 1 |n 

P| P.(0)| P.(1) P (2) | ... | P(n- 1) | Р (n) 


kur Р (k) = С*рка" 
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Pvz.: 1. Raskite matematinę viltį atsitiktinio dydžio X, kurio 
skirstinys: 


x |-4 | 6 | 10 
P |02| 03| 05 


Sprendimas. 
Е(Х) = - 4:0,2 + 6-0,3 + 10-0,5 = 6. 


Ats.: 6. 


2. Raskite dispersija ir vidutinį kvadratinį nuokrypį atsitiktinio 
dydžio X, kurio skirstinys: 
X -5 2 3 
P |- 04 | 03 | 01 [02 


Sprendimas. 
Е(Х) =-5-04+2-0,3 + 3.0,1 + 4.0,2 = - 0,3. 


Parašome х? skirstinį: 
2 1 25 | 4 9 16 
p | 0,4 0,3 0,1 0,2 


E(X?) = 25-0,4 + 4- 0,3 + 9-0,1 + 16: 0,2 = 15,3 
D(X) = E(XY - (E(X)Y = 15,3 - (- 0,3)? = 15,21. 
o(X) = ADO) = 41521 = 3,9. 


Binominio skirstinio matematiné viltis 


E(X) = n-P, kur n - bandymų skaičius, P - įvykio pasirodymo 
tikimybė viename bandyme, kur Р = P% = С*р'а"·‹ 


Binominio skirstinio dispersija 


D(X) = npą 
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Pvz.: 1. Prietaisas susideda iš trijų nepriklausomai veikiančių 
elementų. Kiekvieno elemento nustojimo veikti vieno bandymo metu 
tikimybė lygi 0,1. Parašykite elementų nustojimo veikti vieno 
bandymo metu skaičiaus skirstinį. 


Sprendimas. 

Atvirkštinis dydis x (nustojusių veikti elementų vieno 
bandymo metu skaičius) gali įgyti šias reikšmes: x, = 0 (nė vienas 
elementas nenustojo veikti), x, = 1 (vienas elementas nustojo veikti), 
X, = 2 (nustojo veikti du elementai) ir x, = 3 (nustojo veikti visi trys 
elementai). 

Tikimybės nustoti veikti kiekvienam elementui 
(nepriklausomai vienam nuo kito) lygios. 

Vadinasi, п = 3, р = 0,1, 4 = 1-р = 09. 

Р,(0) = q = 0,93 = 0,729; 
P.(1) = C рд? = 3 .0,1: 0,9? = 0,243; 
d ) = C2 p?q = 3 ·0,12: 0,9 = 0,027; 
P.(3) = p, = 0,1? = 0,001. 


3 


Ieškomas binominis skirstinys: 


X 0 1 |2 3 
P 0,729 0,243 | 0,027 | 0,001 


2. Raskite matematinę viltį atsitiktinio dydžio x - skaičiais, 
tokių penkių lošimo kauliukų metimų, ant kurių dviejų atsivertė po 
vieną akutę, jei iš viso buvo 20 metimų. 


Sprendimas. 

Randame P - tikimybę įvykio, kad ant dviejų iš penkių 
kauliukų atsivertė po vieną akutę. 

Taikome formulę E(x) = nP, kur n - bendras bandymų 
(penkių kauliukų metimų) skaičius. X - mus dominančių įvykių (ant 
dviejų kauliukų iš penkių atsivertė po vieną akutę) skaičius n 
bandymuose; P - tikimybė įvykio, kad ant dviejų kauliukų atsivertė 
po vieną akutę metant viena karta 5 kauliukus. 

Pagal salyga n = 20. Atsiversti_ vienai akutei ant vieno 
kauliuko tikimybé yra p- I: z Тада д = T E 

Iš čia P= СД) (p => 5. Е 

Ieškomoji matematinė viltis E(x) = n +P = 20 · >= = 3. 


Ats.:=3. 
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104. Statistika 


Imtis 


Tyrimui parinkta objektu dalis vadinama imtimi. 
Imties stebiniai: x}, х,, ... , X, 
Imties elementu skaičius yra imties tūris. 


Variacinė eilutė yra nemažėjančiai sutvarkyta imtis. 


Pvz. Imtis išreikšta skaičiais x, = 3; x, = 2,6; x, = 1,5. Jei 
duomenis surašome didėjančia tvarka, tai gauname imties variacinę 
eilutę 1,5 2,6 8. 

Sios imties türis уга 3. 


Imties plotis 
ATX,-X. 


Pvz. Imtis 2; 3; 5; 6. 
Plotis A=6-2=4. 
Imties centras 


X +X 
G = m 


Pvz. Imties 2: 3,5; 6 centras C = 2 5 ЭРЭЛ 


Mediana 


Mediana vadinamas skaičius, dalijantis imties tūrį | dvi lygias 
dalis. 


Pvz. Imties 28 6; 8; 9; 10 mediana lygi 8, o imties 2; 3; 4; 5; 
6; 8 mediana lygi EE = 4,5. 


Skaičius, parodantis, kiek kartų elementas pasikartoja imtyje, 
vadinamas to elemento dažniu ir žymimas m. 
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Pvz. Imties 4; 5; 3; 7; 4; 5; 3; 5; 6 dažnių lentelė yra: 
x 3 4 5 6 7 
m, 2 | 2 | 3 1 1 | 


Elemento dažnio m, santykis su imties elementų skaičiumi 
n vadinamas santykiniu dažniu ir žymimas Р”. 


1 >X, 
Р! 7 
Intervalas, kuriame telpa stebéjimo duomenys х,, X, 3 Xa 
Pvz. Duota imties dažnių lentelė: skaidomas į kelis dalinius h ilgio intervalus. 
2 7 Dazniu histograma vadinama figüra, susidedanti 15 
n 1 3 6 stačiakampių, kurių pagrindai yra h ilgio daliniai intervalai, o aukščiai 
Raskite santykinius dažnius. lygūs $. 
Sprendimas. Pvz. Duota imtis, suskaidyta | h = 4 ilgio dalinius intervalus. 
Randame imties tūrį: n = 1 + 3 +6 = 10 X [1; 5) | [5; 9) [ I9; 133 3; 17) | [17; 21) 
m | 10 |20 |50 |12 E L 


1 3 6 
Р. =ч ;P,; = ; P, Fm > 
as 2 Nubraižykite histogramą. 
Parašome santykinių dažnių lentelę: 

X 2 5 7 Sprendimas. 


Р 031 | 03 | 0,6 Randame santykius: 4- . Čia h = 4. 


- 


Tada £ = 2,5; > = 5; 


a 
>ja 


= 12,5;12 =3; $ = 2. 
Poligonas ir histograma 


Dažnių poligonu vadinama laužtė, kurios atkarpos jungia BT 
taškus (x,; m), (х,; m,), ... , (x; m). 


Pvz. Imties dažnių lentelės 


X 1 4 5 7 
m, 20 10 14 6 ST 
poligonas atrodo taip: 3T 
27 
1 5 9 13 17 21 
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Imties intervalas 
. р О XS p'a X 
Imties vidurkis X = ——— 


š 5 А . pax хт, + xum, +... * xm 
Sugrupuotos imties vidurkis: x =——— 


Pvz. Duota imties dažnių lentelė: 
x 2 5 7 10 
m, 16 12 8 14 


Raskite x. 
Sprendimas. 
—.16:2*12.5*8.7 € 14410 _ 
X> ceno ese eB TD 
Imties dispersija 


S? = (x, - Xm, + (x, - Xm, +... + (x, - Xm 


Imties dispersija: 


Pvz. Strypo ilgis buvo matuojamas penkis kartus tuo pačiu 
prietaisu. Gauti tokie rezultatai (milimetrais): 92; 94; 103; 105; 106. 
Raskite imties dispersiją. 


Sprendimas. 


ИК 103 + 105 + 106 
Randame imties vidurkį: х = 2 * 94 * 103 + 105 * 106 400. 


5 
Dispersija: 


2 — (92 - 100)2+ (94 - 100)? + (103 - 100)? + (105 - 100)2+ (106 - 100)? 
- an 


S = 34. 


Ats.: 34. 
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Imties vidutinis kvadratinis nuokrypis 


Pvz. Raskite imties skirstinio 
x 186 | 192 | 194 


m, 2 5 3 


vidutinį kvadratinį nuokrypį. 


Sprendimas. 
Kadangi x, - dideli skaičiai, tai galima iš x, reikšmių atimti 
skaičių 191, artimą skirstinio vidurkiui. Tada 
u, = 186 - 191 = - 5, 
= 192 - 191 = 1, 
u, = 194 - 191 = 3. 
Gauname salyginj skirstini: 


u -9 
m [2 RN 


= 2.52 612 „32 2.(- 5) + 5.1 + 3.3 T 
S? = 28384 +33 2 5 E 
= 8,2 - 0,16 = 8,04. 
S = Ү8,04 = 2,84. 
Ats.: = 2,84. 


Koreliacijos koeficientas 


Sakome, kad tarp dvieju atsitiktiniu dydZiu x ir y yra 
tikimybiškai tiesinė koreliacija, jei pirmajam didėjant, antrasis turi 
tendenciją didėti (arba mažėti) apytikriai pagal tiesinę 
priklausomybę y = ax + b (air b - pastovūs teigiami ar neigiami 
skaičiai). 
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Atsitiktiniu dydziu X ir Y koreliacinis koeficientas 


r(X, Y) = Es a 

Tiesinės koreliacijos koeficientas turi tokias savybes: 

1) Įr(X, Y)|< 1. 

2) Jei r(X, Y) = + 1, tai y = ax + b, t.y. tarp atsitiktinių 
dydžių X ir Y yra tiksli tiesinė koreliacija. 

3) Nepriklausomų atsitiktinių dydžių koreliacijos koeficientas 
lygus nuliui. 

4) Jei r(X, Y) = O, tai tarp atsitiktinių dydžių X ir Y negali būti 
tikslios tiesinės koreliacijos. 


Pvz.: 1. Skirtingose šalies vietose buvo tirta 100 sklypų. 
Kiekvieno sklypo pusė buvo patręšta bandomosiomis trąšomis, kita 
pusė - ne. Sklypuose buvo pasėti kviečiai. Nuėmus derlių, gauti 
tokie rezultatai: 

Sklypų skaičius 22575665101520104111 

Derlingumas 5 8 10 12 12 15 17 17 20 25 28 30 32 35 40 45 
patręšus (cnt/ha) 

Derlingumas 5 5 10 10 8 18 16 22 21 22 22 20 42 35 35 20 
netręšus (cnt/ha) 

Atsitiktinis dydis X - derlingumas patręštuose sklypuose, 
dydis Y - netręštuose. 

Raskite koreliacijos koeficientą. Ar panaudotos trąšos turi 
įtakos kviečių derlingumui? 


Sprendimas. 
Sudarome koreliacinę lentelę: 
| 58101215 17 202528 30 32 35 4045 x 


15 lentelés randame: 
E(X) “400 (5-24 8*2 + 10*5-* 12:12 + 15-6 + 
+ 17:114 20:10 + 25-15 + 28-20 + 30: 10 + 32:4 435-1 + 
+ 40*1 + 45-1) = 21,80. 


Panašiai apskaiciuojame E(Y) = 19,32. 
E(X, Y) =з (5-2: 5 ^t 5-2-8 + 8*5*12 + 
+10:10:-5 10*12*7 + 16*6- 17 + 18*6*15 + 20* 10:30 + 
*?21405204-22*5*17 + 22: 20: 28 + 42*4*32 + 31: 35 + 
+ 35-40) = 467,43 


D(X) = E(X?) - E(Xy = 77,11 
o(x) = 8,8 

D(Y) = E(Y?) - E(YY = 92,14 
o(Y) = 9,6 

r(X, Y) i XEM gm 

(X, Y)= 0,55 


r(X, Y) = 0, vadinasi, tarp atsitiktinių dydžių X ir Y yra tiesinė 
koreliacija y = ax + b, tai yra panaudotos trąšos turi įtakos kviečių 
derlingumui. Kadangi E(X) > Е(Ү) іг r(X, Y) > 0, tai patręštose sklypų 
pusėse vidutinis derlius didesnis. 


skirstinio lentelė: 


Raskite koreliacijos koeficientą r(X, Y). 


Sprendimas. 


(X; Y) -EXV -ENEY) 


o(x)oty) 


E(X; Y) = 0- (- 1)-0,1 +0-0-0,15 + 0- 1-02 + 
+1-(- 1): 0,15 + 1-0- 0,25 + 1.1: 0,15 = 0. 
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Sudarome dydžių X ir Y skirstinių lenteles: 
О ЛЕН 
- skirstinio X désnis 


-1 0 1 
0,25| 0,4 0,35 | - dydZio Y skirstinio désnis. 


E(X) = 0- 0,45 + 1: 0,55 = 0,55 

E(Y) = (- 1). 0,25 + 0.0. 0,4 + 1. 0,25 = 0,1. 
D(X) = E(X?) - E(X}? = 0,55 - 0,55? = 0,2475 
o(X) = V0,2475 = 0,497 

D(Y) = M(Y?) - (M(YY = 0,6 - 0,1? = 0,59 
6(Y) = 0,59 

6(Y) = 10,59" = 0,768 


o(X, Y)s dm < 0,144. 


0,497-0,768 
Ats.: « - 0,144. 
Uzdaviniai 


1. Treniruotes lanko 12 krepšininkų. Keliais būdais gali būti 
sudarytas pagrindinis penketukas? 


Ats.: 792. 


| 2. Keliais būdais galima išdėstyti šachmatų lentoje 8 
bokštus, kad vienas kito jie negalėtų kirsti? 


Ats.:40320. 
КНР 3. Laukiniu Zvériu dresuotojas turi išvesti į cirko areną 5 liūtus 
ir 4 tigrus. Keliais būdais jis gali sugrupuoti žvėris taip, kad 2 tigrai 


neitų vienas paskui kitą? 


Ats.:43200. 


- 236 - 


4. Firmos sekretorė turi išsiųsti 5 raštus 5 adresatams. Keliais 
būdais, sekretorei suklydus, visi laiškai bus išsiųsti ne ten, kur reikia? 


Ats.:44. 

5. Jonas ir Eglė susitarė su 8 savo draugais kartu sutikti 
Naujuosius metus. Kokia tikimybė, kad už apvalaus švenčių stalo 
jie susės greta, jei visi svečiai sodinami atsitiktinai ? 

Ats.: | 

6. Dézéje уга 90 tinkamu naudoti ir 10, kuriems pasibaiges 
vartojimo terminas, aliejaus buteliu. Kokia tikimybé, kad tarp 10 
atsitiktinai iSimtu aliejaus buteliu nebus né vieno su pasibaigusiu 
vartojimo laiku? 

Ats.: 0,33. 

7. Loterijoje yra 1000 bilietų. Iš jų vienas bilietas išlošia 500 
Lt, 10 bilietų - po 100 Lt, 50 bilietų - po 20 Lt ir 100 bilietų - po 5 Lt. 
Likusieji nieko neišlošia. Kokia tikimybė, kad žmogus, nusipirkęs 1 
bilietą, išloš ne mažiau 20 Lt? 


Ats.: 0,061. 


8. Metami du lošimo kauliukai. Kokia tikimybė, kad bent 
ant vieno jų atsivers 6 akutės? 


. M 
Ats.: т 


9. Moneta metama tris kartus. Raskite tikimybe јуукіо, каа 
herbas atsivers lygiai du kartus. 


23 
Ats.: > | 
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10. Iš skaitmenų 1; 2; 3; 4; 5 atsitiktinai išrenkamas vienas, 
o iš likusių - antras. Raskite tikimybę įvykio, kad abu išrinktieji 
skaitmenys nelyginiai. 


Tūrio vienetai 


cm? | dm? | m? 
103 105 - 


Ats.: 0,3. 


11. Atsitiktinis dydis X duotas skirstinio lentelėje: 
0,2 
Raskite E(x), D(x) їг o(x). 


1 (= 1 dmš 


Ats.: E(x) = 0,9; D(x) = 0,49; o(x) = 0,7. 
Masés vienetai 


12. Apskaičiuokite imties 4, 2, 6, 2, 3, 3, 2, 6, 4, 7 dispersiją. | | | : 
| mg | 9 9 
Ats.: 3,09. | 1 mg 1 103 105 103 
Tg 1.10 | 1 1021108 
1 kg 103 | 103 
1t 


105. Dydžių sąryšių lentelės 


Laiko vienetai 


| S min h 
1s |1 1,667.10? | 2,778. 10^ 
1 min 60 | 1 1,667.10? 
1h |3,6.10° | 60 1 
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Grebeničenkaitė P, Tumėnaitė E. Matematikos 
korepetitorius namuose. 


Leidinyje glaustai ir aiškiai pateikiama teorinė ir 
praktinė madžiaga, apimanti vidurinės mokyklos kursą. 
Sis korepetitorius abiturientui padės savarankiškai pasikar- | 
toti ir mokytis spresti uždavinius namuose. 

Leidinys skirtas moksleiviams ir mokytojams. 
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